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Introdution
Le risque de rédit est inontestablement le risque le plus anien et le plus im-
portant des institutions nanières. Il orrespond au risque de pertes onséutives
aux faillites des grandes entreprises, à l'inapaité des débiteurs privés ou publis à
ouvrir ou solder leurs positions dans un délai ou à un oût raisonnable.
L'histoire éonomique réente ne manque pas d'exemples de situations de rise qui
ont démontré l'importane roissante d'une gestion ative eae des risques. Le as
de la rise russe de 1998 onstitue probablement le as le plus spetaulaire, qui a vu
l'eondrement du rouble et de la dette de l'État russe provoquer la faillite du système
banaire national et l'aumulation des pertes hez les grandes ontreparties du
marhé. La dernière rise en date, elle des rédits hypothéaires amériains à risque
dits subprime délenhée durant l'été 2007, a elle aussi ébranlé le système nanier
international. Dans son Rapport sur la stabilité nanière dans le monde publié
en avril 2008, le Fonds Monétaire International estime que les pertes potentielles
des banques et autres institutions nanières dues à la rise du rédit hypothéaire
à risque, pourraient approher les 1'000 milliards de dollars.
L'analyse de es rises réentes permet de dégager d'une part, que es situations sont
imputables à une intégration roissante des marhés, elle-même liée à l'extension du
hamp des marhés naniers et à l'apparition de nouveaux ateurs que sont les
grandes institutions nanières et les fonds spéulatifs. Cette intégration roissante
et l'émergene d'ateurs dominants tous deux liés à la mondialisation des marhés,
sont suseptibles d'introduire une forte volatilité sur les marhés naniers et une très
grande sensibilité des ux naniers aux phénomènes de onane et/ou déane.
D'autre part, l'analyse de es rises exprime que elles-i sont souvent la onséquene
de déséquilibres fondamentaux de marhé. Le ho mondial susité dans les banques
par la faillite virtuelle en 1998 des fonds spéulatifs LTCM (Long Term Capital
Management) a révélé la sous évaluation générale du prix du risque de rédit tandis
que l'ampleur des engagements de ertains établissements banaires vis-à-vis de es
fonds a mis en lumière les faiblesses du système de mesure et de suivi du risque de
rédit. Le as de la rise russe, marquée par une dévaluation brutale du rouble et
le défaut de la dette souveraine russe, les rises plus réentes survenues en onsé-
quene de la formation de bulles spéulatives détahées des réalités éonomiques ont
aussi rendu attentif sur la sous estimation du risque de rédit dans les institutions
nanières.
1
2 Introdution
La montée du risque de rédit due aux faillites et aux rash naniers a fragilisé le
système banaire. Cette fragilité a été aentuée par la faiblesse relative du montant
des fonds propres des banques, notamment des grandes banques internationales les
plus engagées dans les opérations présentant les risques les plus élevés. De plus, la
déréglementation nanière et la onurrene arue entre institutions nanières a
onduit à une forte érosion des marges, ontribuant enore à la faiblesse des fonds
propres.
L'observation de la vulnérabilité des institutions nanières fae à es rises a onduit
à une prise de onsiene générale du risque systémique et de l'importane d'une ges-
tion ative et eae du risque de rédit. La modélisation du risque de rédit prend
aujourd'hui le relais de la modélisation du risque de marhé et fait l'objet, depuis
la n des années 90, d'avanées importantes tant au sein de la ommunauté aadé-
mique qu'au sein des établissements banaires. C'est dans ette tendane générale
que s'insrit ette thèse.
Dans la première partie, ette thèse orira une brève présentation de la probléma-
tique générale du risque de rédit. L'augmentation onsidérable du risque de rédit
onséutive aux rash naniers et aux faillites, la fragilité du système banaire a-
entuée par la faiblesse relative du montant des fonds propres des grandes banques
internationales ont abouti à la réglementation banaire dès la n des années 1980
sous l'impulsion des travaux du omité de Bâle. On présentera dans ette partie
l'environnement réglementaire au départ rigide et son évolution au gré des progrès
eetués dans la reherhe appliquée en analyse et gestion des risques. On introduira
ensuite les prinipaux outils de la modélisation et de la gestion du risque de rédit.
Le risque de rédit omporte une omposante prinipale, le risque de défaut. La
deuxième partie de ette thèse onsistera à présenter les deux prinipales approhes
quantitatives qui se dégagent de la littérature pour modéliser le risque de défaut.
L'objetif de es modèles est de proposer des estimations de la probabilité de défaut
des rédits individuels. La traditionnelle approhe par les ratings pour mesurer le
risque de défaut a été réemment omplétée par des modèles fondés soit sur la
théorie nanière soit sur la théorie de l'assurane. Le alibrage de es modèles
repose sur l'utilisation des données des marhés naniers et es modèles s'appliquent
prinipalement aux risques des grandes entreprises, les seules pour lesquelles on
dispose en réalité de es données.
La troisième partie de e travail traitera du passage du risque de rédit onsidéré
isolément pour un atif au risque de rédit d'un portefeuille. Ainsi, le risque d'un atif
donné hange dès lors que l'on prend en ompte le portefeuille auquel il appartient.
Cette évolution repose sur l'eet de diversiation dont la prise en ompte onstitue
une des avanées majeures de la théorie nanière moderne. Si des progrès ont été
réalisés réemment dans la modélisation du risque de rédit au niveau individuel,
beauoup reste à faire en e qui onerne l'agrégation des risques en vue de dégager
une mesure globale de risque de rédit pour un portefeuille donné. On présentera
dans ette partie les fontions opules, qui sont aujourd'hui l'outil privilégié par les
statistiiens pour l'étude de la dépendane entre variables aléatoires.
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Dans la quatrième partie, ette thèse présentera une appliation onrète des opules
dans la modélisation de la dépendane des défauts et étudiera le rle du hoix des
opules dans la détermination des mesures de risque agrégées du portefeuille. Enn,
une onlusion revient sur les prinipaux résultats de ette étude et ouvre des voies
de reherhe futures.
4 Introdution
Première partie
Problématique générale du risque de
rédit
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Chapitre 1
La notion de risque de rédit
La notion de risque nanier en général est liée à la survenane d'un événement
possible, inertain, et qui a des onséquenes néfastes sur le bilan ou le ompte de
résultat d'une institution nanière. Ces onséquenes orrespondent à des pertes
avérées qui aetent le résultat net de l'institution nanière. On peut alors dis-
tinguer l'événement ou la ause qui est à l'origine du risque de l'enjeu qui est la
onséquene nale.
Dans la disussion du risque nanier, plusieurs types de risque ont été identiés
dans le but de pouvoir mesurer et gérer haque type de risque de manière adéquate.
De part la ause du risque, on distingue trois types globaux de risque naniers : le
risque de marhé, le risque opérationnel et le risque de rédit.
Crouhy, Galai & Mark [38℄ p. 34 dénissent le risque de marhé omme étant
le risque de pertes sur les positions du bilan d'une institution nanière à la suite
de variations des prix du marhé. Ce risque reouvre :
 Le risque sur titres (equity risk) qui se réfère à la sensibilité de la valeur
d'un portefeuille de titres aux mouvements du système éonomique ou aux
mouvements spéiques aux titres ;
 Le risque de taux d'intérêt (Interest Rate Risk) relatif aux pertes de valeur
des instruments liés aux taux d'intérêt omme les obligations ;
 Le risque de hange (Curreny Risk) inhérents aux utuations des taux de
hange et des taux d'intérêt internationaux ;
 Et enn le risque sur produits de base (Commodity Risk) enourus pour l'en-
semble de l'ativité de l'entreprise.
Pendant longtemps, la mesure naturelle du risque de marhé d'un portefeuille d'a-
tifs a été la volatilité des rendements de portefeuille. Par exemple, dans le modèle de
séletion de portefeuille de Markowitz [112℄, l'agent maximise son espérane de
gain pour un niveau de risque donné, qui est mesuré par l'éart-type de la distribu-
tion des rendements. Cette vision du risque, qui part de l'hypothèse de rendements
gaussiens, a beauoup évolué depuis le début des années quatre-vingt-dix. Aujour-
d'hui, la mesure du risque la plus répandue est la Value at Risk (VaR), qui est un
7
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quantile de la distributions de la perte potentielle pour un horizon donné. Deux élé-
ments sont déterminants pour le alul d'une VaR : la distribution des rendements
et l'ordre du quantile. Évidemment, dans un monde gaussien, on peut montrer la
mesure volatilité ou éart-type et la mesure quantile VaR sont analogues, puisque
l'on peut exprimer l'une en fontion de l'autre.
Dans le doument de travail de septembre 2001 [10℄ p.2, le Comité de Bâle
1
dénit
les risques opérationnels omme étant les risques de pertes diretes ou indiretes
liées à une inadéquation ou une défaillane des proédures et systèmes internes,
des erreurs humaines, ou à des événements extérieurs. Les risques opérationnels
inluent par onséquent le risque tehnologique et le risque d'erreurs des systèmes
informatiques. Le marhé des dérivés est le plus sujet au risque opérationnel pare
que les dérivés sont, de par leur nature, des transations à fort eet de levier. En
d'autres termes, ela signie qu'un trader peut prendre des engagements importants
au nom de l'institution nanière et auser des expositions importantes pour le futur
en utilisant seulement une quantité limitée d'argent liquide
2
.
Pour mesurer les risques opérationnels, les institutions nanières se doivent de dé-
teter systématiquement tous les événements internes et externes relevant du risque
opérationnel. Le Comité de Bâle [10℄ propose ertaines méthodologies pour mesurer
les risques opérationnels.
Enn, le risque de rédit, qui est le plus anien et le prinipal risque d'une institution
nanière est déni à la setion suivante.
1.1 Dénition du risque de rédit
Duffie & Singleton [51℄ p.3 dénissent le risque de rédit omme étant le
risque de pertes assoiées aux hangements de qualité de signature d'un débiteur
sur un engagement de remboursement de dettes qu'il a ontratées. Ils distinguent
trois omposantes du risque de rédit :
 Le risque de défaut qui orrespond à l'inapaité du débiteur à faire fae à ses
obligations. L'agene Moody's Investor Servie [116℄, qui est l'une des
agenes les plus importantes au niveau de la reherhe et l'analyse des risques,
retient la dénition suivant du risque de défaut : tout manquement ou tout
retard sur le paiement du prinipal ou des intérêts . Dans une telle situation,
les réaniers sont suseptibles d'auser une perte s'ils ne reouvrent qu'une
partie du montant stipulé par le ontrat de dette.
 La deuxième omposante du risque de rédit provient de l'inertitude pesant
sur le taux de reouvrement une fois le défaut survenu. Le taux de reouvrement
représente le pourentage de la réane qui sera réupéré suite aux proédures
1
Une dénition du Comité de Bâle est donnée au hapitre suivant, p. 18
2
Les pertes annonées le 24 janvier 2008 par la Soiété Générale, deuxième banque française,
sont un exemple éloquent du risque opérationnel
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judiiaires onséutives au défaut du débiteur. Il est lui-même une variable
aléatoire dans la mesure où il dépend de la qualité de la ontrepartie, de la
valeur de liquidation du débiteur et évidement de la séniorité de la réane.
 La dégradation de la qualité du rédit onstitue la troisième soure de risque
portant sur une dette. Si la pereption de la qualité de l'emprunteur se dé-
tériore, la prime de risque aordée par les marhés naniers s'aroît en
onséquene. Le risque de dégradation se traduit alors par une possible dé-
valorisation de la dette au ours de sa durée de vie. Les pertes liées à la
dégradation de la qualité du rédit ne se réalisent qu'en as de vente antiipée
de la dette sans qu'un défaut ne se soit pour autant produit.
Les risques de défaut et de dégradation de la qualité sont fortement liés dans la me-
sure où la dégradation de la qualité de l'emprunteur peut être un élément préurseur
du défaut. C'est en partiulier le as lorsqu'un débiteur en diulté voit son rating
se détériorer : la levée des fonds frais sur les marhés devient oûteuse et diile, e
qui peut onduire le débiteur au défaut. Quoique liés, es deux types de risque sont
distints et les diérents modèles de risque de rédit modélisent distintement.
Dans le but de mesurer le risque de rédit, il est habituel d'opposer des outils qua-
litatifs à des méthodes quantitatives. Les années 1990 ont onnu un développement
important des méthodes et modèles quantitatifs pour mesurer le risque de rédit.
Les prinipales approhes quantitatives du risque de rédit seront présentées à la
partie 2 de e travail.
L'outil qualitatif ouramment utilisé pour mesurer le risque de rédit est la nota-
tion ou le rating attribué à un débiteur quelonque. La setion suivante présente
brièvement la méthodologie de mesure de risque de rédit à l'aide des ratings.
1.2 Une mesure du risque de rédit : le rating
Le rating est une note attribuée à un débiteur qui dérit la qualité de la solva-
bilité ou la apaité de remboursement de e débiteur. Le débiteur est en général
une entreprise ou une administration publique. Les ritères généralement retenus
pour noter un débiteur sont d'une part les fateurs liés à la situation nanière et
éonomique partiulière du débiteur et d'autre part sa sensibilité aux onditions de
marhé.
Lorsque le débiteur est une entreprise, il s'agit d'étudier d'une part les fateurs
propres à l'entreprise : la position ompétitive, la diversiation setorielle et géo-
graphique, la apaité à innover, la struture nanière de l'entreprise et sa apaité
à dégager des ash ows sur une base réurrente. D'autre part, les ritères liés l'en-
vironnement de ette entreprise, 'est-à-dire : roissane de la demande du seteur,
intensité de la onurrene, arrivée des produits de substitution, réglementation,
yliité de la demande et.
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L'essentiel de es ritères onsidérés pour la détermination du rating est d'ordre qua-
litatif. Le rating est alors une variable qualitative atégorielle, dont les diérentes
modalités sont présentées sur une éhelle ordinale. A haque modalité qu'on appel-
lera atégorie de rating est assoiée une apaité de remboursement du débiteur e
qui fait du rating une mesure du risque de rédit.
Les agenes de rating ont la mission essentielle d'observer les entreprises et d'attri-
buer des ratings dans le but d'assister les investisseurs, en partiulier eux qui sont
atifs sur les marhés obligataires. L'objetif des agenes de rating est de fournir
une opinion indépendante onernant la apaité de remboursement des diérents
débiteurs. La toute réente rise des prêts hypothéaires à risques, dits subprime
a remis en ause la neutralité des agenes de notation et la pertinene de leur ju-
gement. Plusieurs voix se sont élevées pour reproher aux agenes de notation -
nanière d'avoir été inapables d'évaluer orretement de nombreux débiteurs à la
lumière de la rise nanière qui a seoué les marhés au ourant de l'été 2007.
Les agenes prinipales de rating sont Moody's Investors Servies
3
et Stan-
dards & Poor's
4
. Ces prinipales agenes de notation ont L'éventail des ratings
attribués aux débiteurs va de AAA ou Aaa pour la meilleure qualité de rédit à D
pour le défaut.
La table 1.1 présente les atégories de rating de Moody's Investors Servies et
Standards & Poor's ainsi que les apaités de de remboursement y assoiées.
1.2.1 La migration des ratings
Dans la suite de e travail, on parlera de rédit pour désigner tout titre sujet au risque
de rédit. Le rating d'un rédit quelonque représente une mesure qualitative du
risque de rédit, puisqu'il informe sur la apaité de remboursement du débiteur qui
émet e rédit. Sur les marhés des titres sujets au risque de rédit, les investisseurs
s'intéressent non seulement au rating des rédits omposant leurs portefeuilles, mais
aussi à l'évolution du rating de es rédits.
A la date t, les agenes de rating assoient à haque rédit i d'un porteufeuille un
ertain rating Ri,t selon la qualité de sa solvabilité. Au bout d'un ertain horizon,
le rating du rédit peut hanger suite à une dégradation ou une amélioration de
sa solvabilité. Il s'agit d'une migration de rating. De manière générale, l'éhelle
ordinale utilisée par les agenes de ratings peut être remplaée par une éhelle numé-
rique. On dénote l'ensemble des atégories de ratings possibles par E = {0, . . . , d}
où d ∈ N signie l'état de défaut. On a
Ri,t ∈ E = {0, . . . , d} . (1.1)
3
http://www.moodys.om
4
http://www2.standardandpoors.om
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S&P Moody's Capaité de remboursement
AAA Aaa Très forte apaité à rembourser
AA+ Aa1
AA Aa2 Forte apaité à rembourser
AA- Aa3
Catégories A+ A1 Forte apaité à rembourser
d'investissement A A2 mais sensibilité à la onjonture
A- A3
BBB+ Baa1 Capaité de remboursement susante
BBB Baa2 mais sensibilité arue à la onjonture
BBB- Baa3
BB+ Ba1 Doit pouvoir assurer ses engagements
BB Ba2 mais fait fae à des inertitudes onjonturelles
BB- Ba3
B+ B1
B B2
Catégories B- B3
spéulatives CCC+ Ne pourra honorer ses engagements
CCC Caa que si la onjonture est favorable
CCC-
CC Ca Créane de seond rang lorsque
C C les réanes de premier rang sont CCC
D D Défaut de paiement onstaté ou prévisible
Tab. 1.1  Catégories de rating de S&P et Moody's, voir Raimbourg [124℄
La notation Ri,t → Ri,t+1 indique la migration de rating du rédit i de l'instant t à
l'horizon t+ 1. Soit PDi la probabilité que le rédit i fasse défaut à l'horizon t+ 1,
alors on a :
PDi = P (Ri,t → d) . (1.2)
En général, l'éhelle de temps est hoisie en termes d'années et l'horizon privilégié est
d'une année. Les probabilités de migration sont par onséquent des probabilités à un
an. Cette approhe par les ratings est fondée sur une antiipation à ourt terme de
l'évolution de la qualité d'un rédit. Dans les faits, les institutions nanières et les
agenes de rating tiennent essentiellement ompte des derniers exeries omptables
de l'émetteur du rédit et de ses perspetives à ourt terme.
Il est pertinent de se demander dans quelle mesure les ratings reètent orretement
le risque de rédit assoié à un rédit partiulier. En assignant une atégorie de rating
à haque rédit, les agenes de rating essayent d'assurer que des rating similaires
impliquent une qualité de rédit similaire au sens large. Cependant, il n'est pas
évident d'assurer que les probabilités de défaut pour des horizons égaux sont égales
pour tous les rédits qui se situent dans la même atégorie de rating.
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1.2.2 Les matries de transition
Les agenes de rating publient régulièrement des estimations des probabilités de
migration qui représentent les probabilités annuelles de migration des rédits d'un
rating à un autre. Ces probabilités de migration sont organisées dans une matrie
de transition :
Π ≡ [πij ] ; (1.3)
où πij est la probabilité onditionnelle de passer du rating i au rating j :
πij = P (Rt+1 = j|Rt = i), i, j ∈ E . (1.4)
Les probabilités de transition sont inonnues. Pour les estimer, les agenes prini-
pales de rating reourent à des fréquenes relatives de migrations des ratings sur
la base de données historiques. Le prinipe est de dénir un large éhantillonnage
multi-setoriel de rédits sur une période historique passée susamment longue. Sur
ette base, des fréquenes relatives de transitions sont obtenues, et forment les om-
posantes de la matrie de transition estimée Π̂. Plus la période d'observation est
grande, plus les fréquenes moyennes historiques de transition devraient onverger
vers la vraie matrie de transition ontenant les probabilités de migration.
Par exemple, la table 1.2 donne les fréquenes relatives πˆij qui sont des estimations
des probabilités de migration pour ertaines atégories de rating. Ces fréquenes
sont alulées sur la base d'observations historiques entre 1920-2005 par Moody's
Investor Servies [117℄, p.8.
Rating Rating au bout d'une année
initial Aaa Aa A Baa Ba B Caa-C Default WR
5
Aaa 88.365 6.994 0.76 0.165 0.021 0.001 0 0 3.694
Aa 1.242 85.498 6.521 0.709 0.179 0.037 0.006 0.06 5.748
A 0.076 2.851 85.279 5.359 0.717 0.117 0.028 0.073 5.5
Baa 0.045 0.306 4.666 80.898 5.29 0.795 0.17 0.287 7.542
Ba 0.007 0.084 0.522 5.975 73.632 6.982 0.641 1.316 10.84
B 0.004 0.06 0.181 0.709 6.439 71.2 5.498 4.225 11.683
Caa-C 0 0.027 0.054 0.2 0.944 6.806 66.583 13.885 11.502
Tab. 1.2  Matrie de transition estimée de Moody's
Pour mesurer le risque de rédit, l'approhe par les rating et leurs migrations présente
le mérite d'une grande simpliité de formalisation. En eet, pour estimer le risque
de défaut d'un rédit quelonque, la seule information pertinente est son rating ;
il sut alors de onsulter une matrie transition pour avoir une estimation de la
probabilité annuelle de défaut.
On observe que ette approhe orrespond à une haîne de Markov homogène dont
les états sont les diérentes atégories de rating. Néanmoins, le traitement du ra-
ting d'un rédit omme une haîne de Markov homogène pose un ertain nombre de
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problèmes. En eet, les probabilités de transition publiées par les agenes de rating
sont des fréquenes relatives historiques de transition et ne reètent pas l'informa-
tion nouvellement arrivée sur le marhé. Il est légitime de questionner le aratère
markovien des ratings, en d'autres termes, se demander si les fréquenes de tran-
sitions établies sur la base de données historiques sont utilisables pour antiiper les
migrations futures de rating.
Dans ette perspetive, Nikell, Perraudin, Varotto [120℄ ont proédé à un
examen de la stabilité des fréquenes de transition dans le temps selon les types de
rédits et selon la position dans le yle éonomique sur la base de 6534 rédits
6
onsidérés entre 1970 et 1997. Les résultats montrent une volatilité des fréquenes
de migration qui augmente lorsque la qualité du rédit déline. Par ailleurs, pour
les rédits de atégorie d'investissement, la volatilité des fréquenes de transitions
baisse de manière signiative en période de roissane et augmente en période de
onjonture défavorable.
Même en ignorant l'eet des yles éonomiques, les fréquenes de transition ne sont
vraisemblablement pas xes sur la durée de vie d'un rédit. Carty & Fons[28℄ ont
doumenté un eet d'âge qui explique la dépendane des transitions par rapport
à l'âge du rédit. Cei remet en ause le aratère markovien de la matrie de
transition.
En outre, Ammer & Paker [1℄ ont mené une analyse des fréquenes de rating
par seteurs éonomiques et par loalisation géographique. Les onlusions plaident
en faveur de matries de transition par grands seteurs éonomiques et par grandes
zones géographiques. En eet, la volatilité des transitions de ratings est plus forte
pour la banque que pour l'industrie par exemple. Ces reherhes ont invalidé le
prinipe d'homogénéité setorielle et géographique d'une matrie de transition.
Parallèlement au développement d'outils de mesures du risque de rédit, de nouveaux
types d'instruments naniers permettant de transférer et de segmenter le risque de
rédit ont été développés par les institutions nanières. Il s'agit des dérivés de rédit
qui sont expliqués à la setion suivante.
1.3 Les dérivés de rédit
Les dérivés de rédits orrespondent à une lasse relativement réente d'instruments
naniers. L'ISDA (International Swaps and Derivatives Assoiation) en fait men-
tion pour la première fois au ours d'une onférene en 1992.
Un dérivé de rédit est don un produit dérivé dont le sous-jaent est un atif de
type rédit, 'est-à-dire une réane ou un titre de dette. Le but du dérivé de rédit
est de transférer les risques assoiés à la solvabilité du débiteur, sans transférer l'atif
lui-même.
6
Essentiellement des rédits nord-amériains, mais aussi des rédits en Europe et au Japon.
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Un dérivé de rédit est par onséquent un ontrat nanier bilatéral qui permet à
l'aheteur de transférer le risque de rédit lié à un atif de type rédit (dont il est ou
non le détenteur) à une ou plusieurs ontreparties appelés vendeurs de protetion.
Les dérivés de rédit sont alors des instruments naniers dont le payo dépend
des événements de rédit, tel le défaut ou une dégradation de la qualité de rédit.
Ces instruments ont été onçus pour isoler le risque de rédit du risque de marhé
enouru sur un rédit et permettre aux investisseurs de se ouvrir ou de prendre
des positions en risque de rédit uniquement. L'innovation majeure apportée par les
dérivés de rédit réside dans la possibilité, pour un intervenant sur e marhé, de
vendre le risque de rédit portant sur une réane tout en onservant la propriété
juridique de ette dernière, 'est-à-dire tout en ontinuant à l'insrire à son bilan.
À l'inverse, un intervenant peut aheter e même risque sans avoir à supporter
systématiquement le oût de nanement et le risque de taux liés à l'aquisition ou
la détention de la réane. Cette apaité à transférer de manière synthétique une
réane, fondée sur la dissoiation du risque de rédit et de la réane elle-même
proure, aux deux intervenants du ontrat une plus grande souplesse dans la gestion
du risque de rédit.
Les institutions nanières et les investisseurs intègrent les dérivés de rédit dans
leurs portefeuilles pour des raisons omplémentaires. Pour les institutions nanières
omme les banques, les dérivés de rédit permettent essentiellement de transférer le
risque de rédit alors que pour les investisseurs, ils sont une manière d'améliorer leurs
rendements en augmentant leur exposition au risque. De plus, les dérivés de rédits,
en tant qu'instruments de négoiation, servent aux uns et aux autres à dégager à
ourt terme une plus-value sur une évolution esomptée d'un risque de rédit.
L'atout prinipal des dérivés de rédit est, omme on l'a noté, d'isoler la omposante
rédit du risque des titres omportant un risque de rédit. En plus de et atout non
négligeable, les dérivés de rédit ontribuent à la omplétude des marhés, puisqu'ils
permettent aux investisseurs d'avoir aès à des instruments de dette de plus en plus
nombreux et de maturités diverses.
Le marhé des dérivés de rédit onnaît, depuis le début des années 1990, une rois-
sane exponentielle. Selon les estimations de la British Banker Assoiation (BBA),
l'enours des dérivés de rédit, déjà prohe des 2 000 milliards de dollars à la n
2002, avoisinait les 5 000 milliards de dollars à la n 2004 est devrait dépasser les
33 trillions de dollars à la n 2008.
Plusieurs types de produits dérivés de rédit ont été développés :
 Le Credit Default Swap (CDS) est le plus simple et le plus dominant dans le
marhé des produits dérivés de rédit. C'est un produit très populaire ar il
est liquide et reète de manière transparente la pereption de la vraisemblane
du défaut par le marhé. Les CDS, ontrats onçus pour protéger les déten-
teurs d'obligations, payent la valeur nominale de l'obligation en éhange de
l'obligation sous-jaente, en as de défaut du débiteur. Le défaut est délenhé
par un événement de rédit formel spéié dans le ontrat et la protetion est
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valable jusqu'à la maturité du swap. Dans le ontrat standard, l'aheteur de
la protetion paie périodiquement une prime (en général tous les 3 mois, et e
jusqu'à la maturité du swap ou jusqu'au défaut) au vendeur ontre la promesse
du vendeur de verser un montant xe en as de défaut du débiteur. Les CDS
font l'objet d'une doumentation standardisée par la International Swaps and
Derivatives Assoiation (ISDA), voir ISDA [94℄.
L'attrativité de e produit par les gestionnaires de portefeuille de rédits est
évidente : les CDS sont utilisés pour diminuer l'exposition au risque de rédit
jugée trop élevée d'un débiteur déterminé, tout en gardant le rédit dans le
portefeuille. Les CDS sur les plus grands emprunteurs sont tés quotidienne-
ment par les banques d'investissement et onstituent un marhé assez liquide.
 Les Collateralized Debt Obligations (CDO) sont des produits obligataires ados-
sés à des dettes, résultant d'une titrisation. La titrisation est une tehnique
de gestion de bilan onsistant à réer des produits obligataires à partir d'un
ensemble de réanes. Le portefeuille de réanes édé à une entité juridique
partiulière appelée Speial Purpose Vehile (SPV). Ce dernier émet des obli-
gations de séniorités diérentes supportées par l'ensemble des réanes. Le
risque de rédit est don transféré au SPV et l'aheteur du CDO peut retirer
es réanes titrisées de son bilan.
 Enn, les Basket Default Swaps (BDS) sont des produits qui intègrent la pro-
tetion ontre les eets de la orrélation entre diérents rédits en plus de la
protetion ontre le défaut individuel d'un rédit. L'idée est de marhéiser le
risque de rédit ontenu dans plusieurs rédits dans un instrument unique. Les
orrélation des défauts sont, dans e as, indispensables pour l'évaluation de
es produits. Un type populaire de BDS est le n-to-default option qui paie à
l'aheteur un montant déterminé par le ontrat si au moins n rédits sont en
défaut avant la maturité de l'option.
L'importane grandissante du risque de rédit et la vulnérabilité des institutions
nanières fae au risque de rédit, la roissane du marhé des dérivés de rédit ont
onduit à deux développements importants au ours des dernières déennies :
 La mise en plae des règles prudentielles par les gouvernements pour éviter un
eondrement du système nanier dû à des pertes de rédit ;
 Le développement des modèles pour évaluer et estimer le risque de rédit.
Le hapitre suivant traite des règles prudentielles et de leur évolution au ours des
dernières années.
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Chapitre 2
La réglementation prudentielle
La réglementation banaire a pour mission de promouvoir la stabilité et la séurité
du système nanier en éditant des normes prundentielles s'appliant aux banques
et par des ations de supervision préventives destinées à éviter les rises. On parle
aussi de réglementation prudentielle. Celle-i omprend des exigenes relatives à une
dotation minimale en apital pour ouvrir les risques enourus par une institution -
nanière. La réglementation aete de manière importante l'attitude des institutions
nanières fae à la prise de risque.
La naissane de la réglementation prudentielle des banques remonte aux années 1930,
après le rash de 1929 et la rise nanière qui s'ensuivit. La réglementation s'orga-
nisait alors à un niveau national, à travers un ertains nombre de lois qui régissaient
le seteur banaire. Les réglementations nationales poursuivent traditionnellement
trois types d'objetifs : la protetion des épargnants ontre le risque de faillite ; la
séurité des systèmes de paiement et la prévention du risque systémique qui est le
risque qu'une défaillane banaire se propage aux autres institutions nanières. Les
rises nanières et l'intégration roissante des éonomies nationales ont plaidé pour
la mise en plae d'une réglementation au niveau international.
2.1 Le Comité de Bâle
La néessité pour les législateurs des diérents États de dépasser le adre d'une vi-
sion purement nationale résulte, depuis une trentaine d'années, d'une évolution du
seteur nanier aratérisé par une forte intégration. Par exemple, le hapitre 2
de Jorion [101℄ présente un historique assez omplet des atastrophes nanières
réentes qui ont eu un impat important sur les marhés naniers globaux. Ron-
alli [128℄ p. 16 répertorie les prinipaux désastres naniers des années quatres-
vingt-dix qui, ave la rise russe de 1998, ont marqué les marhés naniers. Il faut
aussi mentionner la faillite d'Enron en 2001, plus grande faillite de l'histoire améri-
aine, et la rise réente des prêts hypothéaires à risque aux États unis, dont il est
enore diile de déterminer les pertes au niveau global.
17
18 Chapitre 2. La réglementation prudentielle
Année Institution nanière Perte (en Milliards de USD)
1994 Orange County 1.81
1994 Metallgesellshaft 1.34
1994 Proter & Gamble 0.16
1995 Barings 1.33
1997 Natwest 0.13
1998 LTCM 2
Tab. 2.1  Les atastrophes nanières réentes
Les faillites des institutions nanières qui ont marqué les années quatre-vingt dix
(Metallgesellshaft, Orange County, Barings, ou enore LTCM) sont ainsi liées, pour
la plupart d'entres-elles, à des prises de risque exessives sur les marhés dérivés.
Il est enore à e jour diile de tirer des enseignements de la dernière rise des
rédits hypothéaires amériains à risque ou subprime. Ce terme désigne des prêts
immobiliers onsentis à des ménages à la solvabilité fragile et à des taux d'intérêt
très élevés. Quoiqu'il en soit, on peut aujourd'hui que ette rise est le résultat de la
dispersion du risque de rédit, qui a aaibli le monitoring ou ontrle des risques. En
eet, les établissements qui ont onsenti des prêts subprime ont en eet transformé
les rédits en divers sortes de titres naniers par titrisation, de façon à pouvoir les
vendre sur les marhés.
Pour prévenir les rises nanières et leur impat sur la solvabilité des établisse-
ments naniers, il s'est avéré indispensable de mettre en plae des méanismes de
surveillane internationaux par des autorités de tutelle.
La mise en plae d'une réglementation internationale en matière des risques vise
à répondre à un besoin de oordination au niveau international pour éviter les dé-
faillanes individuelles des établissements naniers dans un premier temps, et, dans
un deuxième temps, de limiter le risque systémique d'un système nanier internatio-
nal de plus en plus globalisé. Elle permet en outre une harmonisation des onditions
de la onurrene entre les diérents établissements naniers.
Suite à de graves turbulenes sur les marhés des hanges et les seteurs banaires,
le Comité de Bâle sur la supervision banaire a été institué en 1974 par
les gouverneurs des banques entrales du G-10
1
. Le Comité de Bâle qui se réunit
dans les loaux de la Banque des règlements internationaux (BIS) à Bâle énone
des reommandations s'appliant aux banques du G-10 qui sont atives au plan
international sans auune autorité supranationale. La supervision des institutions
nanières est essentielle à la solidité des l'environnement éonomique ar les insti-
tutions nanières jouent un rle entral dans la réalisation des paiements et dans
la mobilisation et la distribution de l'épargne. La prinipale tâhe du superviseur
est de s'assurer que les institutions nanières possèdent un niveau de apital et de
réserves susants pour supporter les risques pris dans le adre de leurs ativités.
1
Belgique, Canada, Frane, Allemagne, Italie, Japon, Luxembourg, Hollande, Suède, Suisse,
Royaume Uni et Etats Unis
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Les prinipes de base pour une supervision eetive des institutions banaires sont
énonées dans un doument du Comité de Bâle Basle Commitee on Banking
Supervision [7℄. Les préeptes suivants sont fondamentaux :
 L'objetif prinipal de la supervision est la rédution du risque de perte des
épargnants et autres réditeurs et le maintien de la onane dans la système
nanier.
 La supervision doit promouvoir la disipline de marhé en enourageant une
bonne gouvernane d'entreprise et la promotion de la transparene des marhés
et des méanismes de surveillane.
 La supervision doit s'assurer que les institutions nanières ont les ressoures
appropriées pour soutenir les risques pris à savoir le apital adéquat, une ges-
tion saine et des systèmes d'évaluation internes eetifs.
 An d'eetuer ses tahes eaement, le superviseur doit avoir l'indépen-
dane opérationnelle, les moyens et le pouvoir de reueillir l'information in-
terne et externe, et l'autorité pour imposer ses déisions.
 La supervision doit omprendre la nature des ativités des institutions nan-
ières et s'assurer que les risques pris sont gérés de manière adéquate.
 Enn, une ollaboration étroite ave les autorités de supervision nationales
est néessaire, en partiulier pour les institutions nanières opérant sur les
marhés internationaux.
La réglementation prudentielle a onsidérablement évolué es vingt dernières an-
nées, sous l'impulsion des travaux du Comité de Bâle. Même si elui-i n'a auun
pouvoir déisionnel, ses reommandations sont reprises par les autorités de tutelle
des diérents pays.
2.2 L'évolution de la réglementation prudentielle
La réglementation prudentielle est ontrainte d'évoluer pour relever le dé de la
stabilisation du système nanier mondial. Pratiquement, deux périodes peuvent
être distinguées : l'une jusqu'en 1993 aratérisée par un approhe plutt rigide
et standardisée, et l'autre à partir de 1993 où la part laissée à l'autodisipline du
marhé aux modèles internes ne esse de progresser.
2.2.1 L'Aord de Bâle de 1988
Le premier aord de Bâle de juillet 1988 ou Bâle I est arrivé en réation à la montée
des risques et à la dégradation des fonds propres des prinipales banque internatio-
nales. Reposant sur une approhe simple et normative, l'aord de 1988 était onçu
omme un adre destiné à évoluer ave le temps. L'aord de 1988 enadrait le risque
de rédit par le respet d'un ratio international unique de solvabilité. Ce ratio, le
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ratio Cooke est un ratio simple permettant une approhe quantitative direte et
rapide ave pour objetifs :
 une meilleure adéquation des fonds propres par rapport aux risques ;
 le renforement de la solidité et la stabilité du système banaire ;
 et l'atténuation des inégalités onurrentielles entre les banques.
Le ratio Cooke orrespond au rapport entre le montant des fonds propres et elui des
atifs pondérés du risque que l'on notera par la suite APR. Ces APR qui onstituent
la base de alul du ratio Cooke sont en fait la valeur des atifs risqués aetés d'un
oeient de pondération qui dépend de la nature de l'atif. Les APR omprennent
aussi bien des atifs du bilan et des atifs hors-bilan. Les atifs hors bilan sont
l'ensemble des lignes de rédit, lettres de rédit, dérivés et garanties onsenties par
l'institution nanière. Ces atifs hors bilan doivent être onvertis en équivalent
rédit, selon des fateurs de onversion xés par le omité de Bâle et dépendant de
la nature de l'instrument.
Pour le alul des APR, l'aord de Bâle xe des pondérations pour les diérentes a-
tégories d'atifs du bilan (voir Basle Commitee on Banking Supervision [6℄).
L'aord de Bâle atégorise les atifs sujets au risque de rédit par la nature du
débiteur. Plus elui-i est solvable , plus la pondération est élevée. Le tableau 2.2
donne les pondérations par atégorie d'atif.
Pondérations (%) Catégories d'atifs
0 Liquides et réanes sur les États de l'OCDE
20 Créanes sur les banques
et les olletivités loales des États de l'OCDE
50 Créanes garanties par une hypothèque
100 Autres éléments d'atif du bilan
Tab. 2.2  Pondérations pour les atifs du bilan
Le ratio Cooke RC s'érit :
RC :=
FP
APR
; (2.1)
où FP représente le montant des fonds propres et APR le montant des atifs pon-
dérés du risque ave les pondérations du tableau 2.2.
L'aord de Bâle de 1988 stipule en substane que, pour garantir la solvabilité des
institutions nanières, le ratio Cooke doit être supérieur ou égal à 8%. En d'autres
termes, et aord prévoit que les institutions nanières doivent détenir un niveau
des fonds propres supérieur ou égal à 8% des atifs pondérés du risque, 'est-à-dire :
FP ≥ 8% · APR . (2.2)
L'Aord de 1988 a porté ses fruits dans la mesure où il a permis d'améliorer la
stabilité du système nanier dans son ensemble grâe à deux eets :
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1. le niveau des fonds propres des banques a nettement augmenté au ours des
années 1990,
2. Cet aord a été largement appliqué de sorte que les distorsions de onurrene
entre banques ont été réduites.
Cette ondition de base énonée dans l'équation 2.2 qui aratérisait l'aord de
1988 était que l'on pouvait garantir la solvabilité d'une institution nanière sans
diérenier ses débiteurs selon leur solidité nanière et leur position dans l'éono-
mie, et sans onsidérer la diversiation des portefeuilles de rédits. Cette ondition
est à l'origine de nombreuses ritiques qui ont été émises sur et aord :
 Un manque de fondement éonomique au hoix du niveau 8% et des oeients
de pondération appliqués aux atifs ;
 Une dénition des atégories de risque jugées arbitraires et sans rapport ave
le niveau de risque réel ;
 Une absene de prise en ompte de l'eet positif lié à la prise de garanties et
de d'eet lié à la diversiation des portefeuilles ;
 des mesures trop statiques qui ne sont pas diretement reliées à la mesure
d'insolvabilité de la banque.
Cependant, la pereption grandissante des faiblesses assoiées à et aord et l'eort
de développement des tehniques de gestion des risques du portefeuille de rédits
par les institutions nanières rendaient néessaires la révision de l'aord de 1988.
L'aord de 1988 a été amendé pour s'adapter à l'innovation nanière et aux risques
qui n'étaient pas ouverts dans la onguration initiale. L'amendement de 1996 dé-
nit le prinipe d'une immobilisation de apital pour faire fae aux risques de pertes
liés aux opérations sur les marhés naniers. La grande nouveauté de et amende-
ment réside dans la faulté aordée aux banques de reourir à leurs propres modèles
internes, omme alternative à l'utilisation de l'approhe standard pour aluler le
niveau de apital néessaire.
2.2.2 Un nouvel aord : BÂLE II
Les motivations pour un nouvel aord sont multiples. La première est la modi-
ation de l'assiette des risques pour intégrer désormais le risque opérationnel et le
risque de marhé. En eet, l'aord de 1988 visait à protéger les institutions nan-
ières du risque de rédit uniquement.
La seonde motivation est de faire en sorte que l'exigene en fonds propres soit plus
sensible au risque réel de l'institution nanière. L'idée est d'autoriser les banques
à utiliser, sous ertaines onditions, des modèles internes pour mesurer le risque de
rédit et le risque opérationnel, omme ela se fait déjà pour le risque de marhé.
Un nouveau projet d'aord du Comité de Bâle (Basle Commitee on Banking
Supervision[9℄) est don onçu pour permettre de sortir du shéma : un ratio
unique pour tous.
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Le Comité de Bâle hoisit de se limiter au suivi d'une approhe simpliée, dans la
ontinuité de l'aord de 1988. Deux grandes options sont proposées :
 le hoix d'une approhe standard, dérivée de Bâle I, mais dont les prinipaux
points faibles sont orrigés ;
 la séletion d'une approhe permettant aux institutions nanières de détermi-
ner, par des modèles internes, leur propres mesures de risque. Cette approhe
est appelée l'approhe IRBA pour Internal Ratings Based Approah.
Le nouveau dispositif de Bâle II se déompose en trois piliers :
1. Premier pilier : Comme pour l'aord de 1988, un niveau minimal de apital
requis.
2. Deuxième pilier : Un proessus de supervision mis en plae par les instanes
nationales de réglementation dont l'objetif est de s'assurer que haque banque
mette en oeuvre un niveau de ontrle interne susant pour permettre de
maintenir un apital réglementaire à un niveau aeptable, quelle que soit
l'évolution de la qualité des engagements.
3. Un troisième piler qui vise à promouvoir la disipline de marhé 'est-à-dire
une ommuniation publique sur la struture du apital, l'alloation des fonds
propres, l'exposition aux risques.
Premier pilier : La dénition d'un apital minimum
Le apital minimum requis est toujours de 8%, mais e pourentage est déterminé
en inluant risques de rédit, de marhé et opérationnel. On obtient par analogie
au ratio Cooke de l'équation (2.1) un nouveau ratio, appelé le ratio M Donough
(RM) :
RMc =
FP
Mesure Risque Crédit + Mesure Risque marhé + Mesure Risque Op.
. (2.3)
Le nouvel aord exige que les institutions nanières aient un RMc ≥ 8%, e
qui implique que le niveau des fonds propres doit être supérieur ou égal à 8% des
mesures de risque totales. Même si la harge minimale en apital reste égale à 8%,
le nouvel aord introduit des hangements signiatifs dans la manière de aluler
les mesures de risque.
En eet les mesures de risque se déterminaient auparavant par le alul atifs pon-
dérés du risque selon les pondérations de la table 2.2. Bâle II propose de déterminer
les mesures de risque à l'aide de modèles internes, qui tiennent ompte des risques
réels supportés. L'idée fondamentale est que les mesures de risque soient liées aux
pertes potentielles sur les atifs de l'institution nanière. On verra au hapitre sui-
vant que les mesures de risque sont des statistiques de la distribution des pertes qui
est en fait l'output prinipal des modèles internes de risque.
Dans la version de janvier 2001, le Comité de Bâle proposait la répartition de la
harge en fonds propres selon le tableau 2.3.
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Mesure de risque Exigene minimale en FP Répartition
Mesure Risque Crédit 6% 75%
Mesure Risque Marhé 0.4% 5%
Mesure Risque Opérationnel 1.6% 20%
Total 8% 100%
Tab. 2.3  Répartition de la harge en fonds propres
On observe que le risque de rédit garde un grande importane puisqu'il est le plus
gourmand en fonds propres.
Le proessus de supervision
La fontion de supervision remplie par les instanes nationales de réglementation
est appelée à jouer un rle aru. Le Comité de Bâle herhe à établir un ensemble
minimum de règles destinées à favoriser un dialogue atif entre les superviseurs lo-
aux et les banques. Le rle des superviseurs loaux sera de s'assurer de l'adéquation
entre le apital des banques et l'étendue de leurs risques. Le Comité de Bâle suggère
que les superviseurs portent une attention partiulière aux banques où l'expériene
passée a démontré des faiblesses dans la gestion des risques. Plus préisément, le
proessus de supervision repose sur quatre prinipes :
 Le premier prinipe prévoit que les banques devront disposer des moyens d'éva-
luer leur niveau de apital omparé au montant de leurs risques et mettre en
plae une stratégie pour maintenir e niveau de apital.
 Le deuxième prinipe stipule en substane que les superviseurs devront ontr-
ler les modèles utilisés par les banques et s'assurer de leur validité au vu des
analyses de sensibilité et de sénarios atastrophes que elles-i auront menées.
De plus, les superviseurs auront en harge l'évaluation de la qualité du ontrle
des risques eetué par la diretion des banques.
 Le troisième prinipe laisse l'appréiation du niveau de apital optimal aux
superviseurs loaux, le apital réglementaire proposé par le Comité de Bâle
n'étant qu'un minimum, un niveau plus élevé pourra être xé pour des as
isolés ou pour la plae nanière dans son ensemble.
 Le quatrième prinipe enourage les superviseurs à prendre des mesures pré-
ventives pour éviter qu'une banque voie son apital aller en dessous du mini-
mum requis. Les superviseurs pourront par exemple mettre n au paiement des
dividendes, demander la mise en plae immédiate d'un plan de reonstitution
du apital réglementaire ou une augmentation de apital.
La disipline de marhé
Plus l'approhe utilisée est liée à des modèles internes, plus l'exigene de transpa-
rene pour les banques sera forte. Les banques doivent alors disposer d'une politique
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de ommuniation à disposition des marhés en termes de struture et de perfor-
manes. En partiulier, elles devront publier ertaines informations onernant les
fonds propres, les expositions au risque, les proédures d'évaluation des risques et.
Ainsi, plutt que d'agir par la ontrainte, la réglementation banaire veut désormais
être davantage initatrie en enourageant les meilleures pratiques en matière de
mesure et ontrle de risque de rédit. Bâle II permettra à terme de faire passer la
réglementation banaire de la ontrainte standardisée à l'autodisipline ompétitive,
rendue obligatoire par les marhés naniers.
Même si la publiation du nouvel aord date de juin 2004 (Basle Commitee on
Banking Supervision [8℄), l'implémentation de l'aord prévu initialement pour
2004 a été retardée. Ce retard est lié à plusieurs raisons, notamment à ertains
désaords entre le Comité de Bâle et les assoiations des banques et le manque de
onsensus sur des questions méthodologiques. Le 4 juillet 2006, le Comité de Bâle a
publié version dénitive du nouvel aord dont l'entrée en vigueur était xée pour
début 2007.
Un aquis inontestable de Bâle II aura été l'aélération onsidérable de la reherhe
théorique et appliquée, dans le domaine du risque de rédit par les institutions -
nanières. Celles-i doivent élaborer des modèles pour évaluer au mieux le risque de
rédit de leurs portefeuilles. Le hapitre suivant dressera l'arhiteture des modèles
de risque de rédit, tandis que les parties 2 et 3 étudieront respetivement les ap-
prohes quantitatives du risque de défaut, et les modèles de dépendane des défauts
des rédits d'un portefeuille.
Chapitre 3
L'arhiteture d'un modèle de risque
de rédit
La modélisation du risque de rédit fait l'objet, depuis la n de années 1990, d'avan-
ées importantes au sein des établissements banaires. La prinipale raison est
d'ordre réglementaire et tient au rle déisif du Comité de Bâle qui autorise les
banques (sous réserve d'une validation par les autorités réglementaires nationales) à
substituer au alul des fonds propres réglementaires une mesure issue d'un modèle
interne de risque de rédit.
De la même manière que le risque de marhé est lié à l'inertitude des pertes sur
les atifs de marhé, le risque de rédit est assoié à l'inertitude des pertes sur
les rédits à un horizon hoisi. L'objet nal des modèles de risque de rédit est
par onséquent la modélisation de la distribution des pertes à un horizon donné. Les
pertes sur les rédits peuvent provenir de deux auses distintes : le défaut des rédits
ou la dégradation de la qualité des rédits. C'est pour ette raison que l'on distingue
les modèles de défaut des modèles marked-to-market . Les modèles de défaut
onsidèrent uniquement les pertes dues aux défauts des rédits du portefeuille. Deux
états sont jugés pertinents : le défaut et l'absene de défaut. Par ontre, les modèles
marked-to-market ou multi-états prennent en ompte les pertes induites par les
hangements de qualité des rédits.
Pour des raisons de simpliité, l'aent sera mis uniquement sur les modèles de défaut
dans e hapitre et dans la suite de e travail. La onstrution d'un modèle de défaut
s'opère en deux étapes. La première étape est onsarée à la ollete de l'information
sur les éléments onstitutifs du risque de rédit au niveau individuel de haque rédit.
Elle onsiste à ranger les rédits par lasses de risque, en utilisant à ette n des
systèmes internes ou externes de notation ou des approhes quantitatives, servant à
aluler la probabilités que les emprunteurs migrent vers la lasse de défaut. A ette
étape, sont don déterminés au niveau individuel de haque rédit la probabilité de
défaut mais aussi les montants des expositions en as de défaut et les pertes en as
de défaut. L'objetif de ette première étape est l'élaboration des distributions des
pertes pour haque rédit du portefeuille.
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La seonde étape est onsarée à l'assemblage des éléments onstitutifs du risque
pour tous les rédits, en vue d'obtenir une mesure du risque de rédit du portefeuille
dans son ensemble. Cette étape onsiste en la modélisation d'une distribution des
pertes du portefeuille à un horizon donné. On introduira en n de hapitre la notion
du apital éonomique.
3.1 Risque de rédit au niveau individuel
3.1.1 La probabilité de défaut
l s'agit à ette étape d'estimer la probabilité qu'un rédit migre vers la lasse de
défaut. Soit un portefeuille omposé de m rédits. Pour haque rédit i = 1, . . . , m
du portefeuille, la probabilité de défaut est notée DPi pour default probability.
La probabilité de défaut est sans doute l'un des déterminants du risque de rédit les
plus importants. Plusieurs approhes sont utilisées pour alibrer les probabilités de
défaut :
 Une approhe par les ratings (voir setion 1.2) dans laquelle les probabilités
de défaut sont assoiées au rating attribué au rédit par les agenes externes
de notation ou par les servies internes de la banque.
 Des approhes utilisant à la fois les données disponibles sur le marhé et la
théorie nanière. L'étude des prinipales approhes est l'objet des hapitres 4
et 5.
3.1.2 L'exposition en as de défaut
Un autre déterminant du risque de rédit est le montant dû par le débiteur. Le Co-
mité de Bâle dans ses douments onsultatifs réents (Basle omitee on banking
supervision[5℄) dénit l'exposition en as de défaut pour les prêts en ours omme
étant la valeur nominative des montants de es prêts. Il onvient alors de réajuster
l'exposition au ours du temps selon le mode de remboursement et d'amortissement.
Dans le as des instruments qui omportent une option, omme les lignes de rédit, il
faut aluler un équivalent rédit. En général, les lignes de rédits onsenties par une
institution nanière à une entreprise ont tendane à être rapidement onsommées
lorsque l'entreprise onnaît des diultés nanières. L'institution nanière doit
don être en mesure de déterminer quel serait son niveau de perte dans le as où
les lignes de rédit onsenties seraient utilisées par les emprunteurs. Pour les lignes
de rédits onsenties, le omité de Bâle propose une approhe de base qui dénit
l'exposition en as de défaut à 75% du montant des engagements et rédits résiduels
de la ligne de rédit.
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Pour haque rédit i, l'exposition en as de défaut sera notée EADi (exposure at
default) et pour des raisons de simpliité, les modèles de risque de rédit font l'hy-
pothèse que es expositions sont déterministes, don non aléatoires.
3.1.3 Les pertes en as de défaut
La perte en as de défaut orrespond à la fration de l'exposition qui sera perdue
en as de défaut, voir Bluhm & al[15℄ p. 27. La perte en as de défaut est don
tout simplement le omplément du taux de reouvrement. Ce dernier est spéique
à haque institution nanière dans la mesure où il dépend de la apaité de l'ins-
titution nanière à prendre des sûretés et garanties ainsi que de l'eaité de son
servie de reouvrement. L'estimation de es pertes n'est pas aisée, puisque les taux
de reouvrement dépendent de plusieurs fateurs : la qualité du rédit, de la seniorité
de l'institution nanière pour le rédit en ause. Ces fateurs sous-jaents déter-
minent le taux de reouvrement d'une perte qui est modélisé par la variable aléatoire
τ˜ . Pour haque rédit i, on va onsidérer la perte en as de défaut, notée LGDi pour
loss given default omme déterministe en se référant à l'espérane mathématique du
taux de reouvrement. Pour haque unité investie dans le rédit i, la perte en as
de défaut est donnée par :
LGDi = 1− E(τ˜i), τ˜i ∈ [0, 1] . (3.1)
3.1.4 Pertes antiipées
La perte antiipée est le oût moyen qui déoulerait du défaut d'un rédit. Pour
haque rédit i, le niveau de la pertes antiipée est déni omme étant l'espérane
mathématique de la perte que l'on modélise par la variable L˜i :
L˜i = EADi · LGDi · Li ; (3.2)
où Li est une variable aléatoire de Bernoulli qui modélise le défaut d'un rédit i :
Li =
 1 si défaut P (Li = 1) = DPi0 sinon P (Li = 0) = 1−DPi
La perte antiipée au niveau individuel d'un rédit i notée ELi pour expeted loss
est alors :
ELi = E(L˜i) = EADi · LGDi · E(Li)
= EADi · LGDi ·DPi . (3.3)
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3.1.5 Les pertes non-antiipées
En plus de la perte antiipée, les institutions nanières doivent avoir une mesure
de la variabilité de la perte autour du niveau moyen. Une mesure naturelle de la
variabilité de la perte est l'éart-type des pertes. Pour haque rédit i, on dénit le
niveau des pertes non-antiipées par ULi (unexpeted loss) par :
ULi =
√
Var(L˜i) =
√
Var(EADi · LGDi · Li) . (3.4)
Sous l'hypothèse que les expositions et pertes en as de défaut sont déterministes,
on obtient l'expression suivante pour les pertes non-antiipées :
ULi = EADi · LGDi ·
√
Var(Li) . (3.5)
Li est une variable de bernoulli est sa variane s'érit :
Var(Li) = E(L
2
i )− (E(Li))2 = DPi(1−DPi)
La perte non antiipée pour haque rédit i est alors :
ULi = EADi · LGDi ·
√
DPi(1−DPi) . (3.6)
3.2 Risque de rédit au niveau du portefeuille
La deuxième étape de la onstrution d'un modèle de risque de rédit est l'agrégation
des pertes individuelles en vue d'obtenir une mesure de risque unique du portefeuille
dans son ensemble. Lorsqu'on onsidère un portefeuille de m rédits, les pertes du
portefeuilles sont égales à la somme des pertes sur les rédits individuels :
L˜ =
m∑
i=1
L˜i =
m∑
i=1
EADi · LGDi · Li . (3.7)
Les pertes globales antiipées sont simplement l'espérane mathématique de la va-
riable L˜ , soit :
EL = E(L˜) =
m∑
i=1
EADi · LGDi ·DPi (3.8)
Pour les pertes non-antiipées, l'additivité est valable uniquement lorsque les pertes
individuelles sont indépendantes les unes des autres. Lorsque les pertes ne le sont
pas, e qui est le as en réalité, les orrélations entre les diérentes pertes jouent un
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rle fondamental dans le alul du montant des pertes non-antiipées. En eet, les
pertes antiipées du portefeuille s'érivent :
UL =
√
Var(L˜)
=
√√√√ m∑
i=1
m∑
j=1
Cov(L˜i, L˜j)
=
√√√√ m∑
i=1
m∑
j=1
EADi · EADj · LGDi · LGDj · Cov(Li, Lj) . (3.9)
A titre d'exemple on onsidère un portefeuille de m = 2 rédits, ave LGDi = 100%
et EADi = 1 pour tout i = 1, 2. Soit ρ = Corr(L1, L2) la orrélation des défauts
et DPi = pi. On a alors E(L˜i) = pi et Var(L˜i) = pi(1− pi). Pour e portefeuille on
obtient les pertes antiipées
EL = E(L˜) = p1 + p2 (3.10)
et un montant des pertes non antiipées égal à :
UL =
√
Var(L˜) =
√
p1(1− p1) + p2(1− p2) + 2ρ
√
p1(1− p1)
√
p2(1− p2) . (3.11)
Au niveau de la orrélation des défauts, on distingue trois as possibles en termes
de diversiation du portefeuille :
 ρ = 0 : Dans e as, le troisième terme de l'équation (3.11) disparaît. C'est
le as de diversiation parfaite où les deux rédits du portefeuille sont indé-
pendants. Les pertes non antiipées du portefeuille sont égales à la somme des
pertes non antiipées des rédits individuels :
ULρ=0 =
√
p1(1− p1) + p2(1− p2) . (3.12)
 ρ > 0 : Dans e as, les deux rédits sont reliés dans le sens où le défaut d'un
rédit augmente les hanes de défaut du deuxième rédit. En eet, on peut
montrer que la probabilité que le premier rédit fasse défaut étant donné que
le deuxième a fait défaut est supérieure à la probabilité à priori que le premier
rédit fasse défaut. En eet, puisque L1 et L2 sont des variables de Bernoulli
on peut érire :
P (L1 = 1|L2 = 1) = P (L1 = 1, L2 = 1)
P (L1 = 1)
=
E(L1L2)
p1
Sahant que la ovariane entre deux variables aléatoires s'érit Cov(X, Y ) =
E(XY )− E(X)E(Y ) on déduit :
P (L1 = 1|L2 = 1) = p1p2 + Cov(L1, L2)
p1
= p2 +
Cov(L1, L2)
p1
.
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On peut alors onlure qu'en as de orrélation positive entre les rédits d'un
portefeuille, le défaut d'un rédit a une inuene importante sur les autres
rédits du portefeuille, en e sens qu'il implique un augmentation de la pro-
babilité de défaut des autres rédits. Le as extrême de la orrélation parfaite
(ρ = 1), signie que le portefeuille omporte le risque que seulement un rédit
fasse défaut ave omme résultat le défaut de tous les rédits du portefeuille
(risque de onentration).
Lorsque ρ > 0, les pertes non antiipées du portefeuilles sont supérieures à la
somme des pertes non antiipées des rédits individuels :
ULρ>0 >
∑
i
ULi . (3.13)
 ρ < 0 : Ce as est le as opposé du as ρ > 0. Le défaut d'un rédit diminue la
probabilité de défaut de l'autre rédit. Ces deux rédits sont ompensatoires
surtout dans un ontexte marked-to-market où la baisse de la valeur d'un rédit
due à une dégradation du rating est ompensée par la hausse de la valeur de
l'autre rédit. Lorsque ρ < 0, les pertes non antiipées du portefeuilles sont
inférieures à la somme des pertes non antiipées des rédits individuels :
ULρ<0 <
∑
i
ULi . (3.14)
On voit que la orrélation entre les défauts est d'une importane primordiale. La
disussion sur les orrélations des défauts sera l'objet du hapitre 7.
3.3 La distribution des pertes futures
En plus du montant des pertes antiipées et non antiipées d'un portefeuille de
rédit, un modèle de risque de rédit ambitionne de modéliser la distribution des
pertes du portefeuille à un horizon déni. L'objetif est de reourir aux mêmes outils
de mesure du risque de marhé pour le risque de rédit à savoir la value at risk. En
eet, l'outil standard de mesure du risque de marhé d'un portefeuille d'atifs est
la Value-at-Risk (voir Jorion [101℄ et Crouhy & al. [38℄ p. 177 et ss.). Pour
un portefeuille dont les pertes à un horizon déni sont modélisées par une variable
aléatoire L˜, la Value-at-Risk VaR1−α pour un niveau de onane 1− α, 0 ≤ α ≤ 1
se dénit à l'aide de l'équation :
P (L˜ > VaR1−α) = α . (3.15)
La VaR1−α orrespond au (1 − α) · 100%-quantile de la distribution des pertes et
s'interprète omme étant la perte subie par le portefeuille à l'horizon hoisi qui est
dépassée ave une probabilité α.
Le alul des VaR implique que l'on s'intéresse plus à la queue de la distribution
des pertes, 'est-à-dire aux événements à la fois les plus défavorables mais aussi
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les plus improbables. Deux méthodologies sont employées pour la modélisation de la
distribution des pertes : une méthode de type analytique et une méthode alulatoire
fondée sur des simulations de type Monte-Carlo. Ces hoix méthodologiques dérits
i-après onditionnent fortement la forme de la queue de la distribution des pertes.
3.3.1 La méthodologie analytique
Ce type de méthode, de nature analytique, orrespond à la reherhe d'une famille
de distribution de probabilité, suseptible d'approximer la vraie distribution des
pertes. On hoisit don une famille de distributions dont les premier et seond mo-
ments et la queue de la distribution en partiulier avoisinent eux de la vraie
distribution des pertes.
Une première approhe top-down onsiste à retenir à priori une loi suseptible de
rendre ompte à la fois de l'asymétrie et de la queue épaisse de la distribution des
pertes d'un portefeuille de rédits. Parmi les lois de probabilité orant es propriétés,
on peut iter la loi bêta.
L'obtention de la distribution des pertes du portefeuille peut résulter d'un seond
type d'approhe, l'approhe bottom-up, dans laquelle la perte globale du portefeuille
est étudiée omme étant la résultante des pertes potentielles individuelles. A par-
tir des mesures de risque individuelles des rédits du portefeuille, l'équation 3.8
donne le premier moment (EL) de la distribution des pertes du portefeuille. Pour le
deuxième moment (UL), il faut faire des hypothèses sur la struture de dépendane
des pertes individuelles. La diulté de ette méthodologie analytique réside dans
la détermination de la struture de dépendane entre les pertes individuelles.
3.3.2 La méthodologie de Monte-Carlo
Ce type de méthode onsiste à onstruire une distribution empirique des pertes
sur la base d'une simulation de type Monte-Carlo (voir Bluhm & al [15℄ p. 34).
Cette tehnique suppose qu'on onsidère un modèle stohastique pour le veteur
aléatoire Z = (EAD1, . . . , EADm, LGD1, . . . , LGDm, L1, . . . , Lm) et une fontion
g : R3m → R telle que L˜ = g(Z).
On proède alors à une simulation de n réalisations z1, . . . , zn du veteur aléatoire
Z desquels on déduit n réalisations de la perte du portefeuille L˜ :
L(1) = g(z1), . . . , L
(n) = g(zn) .
La distribution empirique de la perte du portefeuille Fˆ (L) résultant de ette simula-
tion de Monte Carlo est l'approximation de Monte Carlo de la vraie distribution
de L˜ :
Fˆ (L) =
1
n
n∑
j=1
1[0,L](L
(j)) . (3.16)
32 Chapitre 3. L'arhiteture d'un modèle de risque de rédit
où
1[0,L](L
(j)) =
 1 si L
(j) ≤ L
0 sinon
Cette distribution empirique approximative des pertes du portefeuille va permettre
de aluler une estimation
̂E(L˜) de la perte antiipée du portefeuille ainsi que des
estimations des diérents quantiles qˆ1−α tels que :
̂E(L˜) =
1
n
n∑
j=1
L(j) et P (L˜ ≤ qˆ1−α) = 1− α . (3.17)
3.3.3 Bak-Testing et Stress-Testing des modèles de risque
de rédit
Les modèles de risque de rédit ont pour objetif ultime l'estimation de la distri-
bution des pertes d'un portefeuille de rédits. Ces modèles, onstruits sur la base
d'hypothèses et sur la base de données historiques, fournissent des mesures de risques
du portefeuille. Étant donné le aratère stratégique de es mesures de risque, il est
néessaire de s'assurer de leur qualité et de leur relative stabilité. En eet, la perfor-
mane des modèles est suseptible d'évoluer fortement, en raison soit de l'évolution
des omportements par rapport à l'historique, soit à l'apparition des situations de
rise. La première raison rend néessaire de proéder à des opérations de bak-testing
et la seonde à des opérations de stress-testing.
Le bak-testing
Le prinipe du bak-testing est que, de façon ontinue, le omportement réel des
pertes sur les rédits est omparé au omportement prévu par le modèle. En matière
de risque de rédit, le bak-testing est déliat du fait de l'horizon temporel des
modèles, qui est d'un an en général. Les institutions nanières peuvent diilement
proéder à des vériations sur des données ouvrant plusieurs yles éonomiques,
e qui réduit le nombre d'observations annuelles à omparer ave les résultats du
modèle.
Le stress-testing
Parallèlement au bak-testing reposant sur des observations provenant des situations
normales, il est néessaire de tester le omportement du modèle sur des situations
extrêmes. Le stress-testing permet de vérier la robustesse des mesures de risques
résultant du modèle dans les situations de risque extrême, omme par exemple une
rise nanière induisant une forte augmentation des probabilités de défaut et des
eets de ontagion. Les mêmes diultés liées à la diulté de réunir des séries
temporelles longues en matière de rédit se posent pour les stress-tests.
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3.3.4 La théorie des valeurs extrêmes
La théorie des valeurs extrêmes a pour objet l'analyse des événements rares, mais
dont les onséquenes sont importantes omme les grandes pertes. Son apport prin-
ipal en matière de risque de rédit onsiste à dire que la distribution des grandes
pertes suit asymptotiquement, sur une longue période, une distribution indépen-
dante de la distributions des pertes habituelles. L'usage de es lois de distribution
permet de résoudre le problème lié au nombre insusant de données orrespondant
aux situations de pertes extrêmes. L'objetif est de donner une desription analy-
tique utilisable de la queue de distribution des pertes d'un portefeuille. En eet, les
simulations de Monte Carlo, même si elles donnent des résultats intéressants pour
l'estimation des deux premiers moments de la distribution des pertes, s'avèrent peu
performantes pour représenter la queue de distribution. Or, pour la détermination
du apital éonomique, on s'intéresse essentiellement à la queue de distribution où
les pertes potentielles rares mais grandes se produisent. D'où l'utilité de la théo-
rie des valeurs extrêmes qui ore une méthodologie analytique pour aratériser les
queues de distribution. Cependant, omme le fait remarquer Embrehts [55℄, il
y a toujours une part d'inertitude lorsqu'il s'agit d'extrapoler sur des zones où le
niveau d'information est réduit. Ce risque onstitue un risque de modèle diile à
évaluer.
3.4 Le apital éonomique
Comme le stipule la réglementation banaire, haque opération risquée mobilise des
fonds propres de la banque. Lorsque les fonds propres destinés à ouvrir toutes les
opérations risquées sont alulés de façon réglementaire, voir hapitre 2, on parle
de fonds propres réglementaires. Cependant, e alul ne tient pas ompte des
eets de diversiation, de la nature du portefeuille de la banque, du rating des
ontreparties et.
Pour parer à ette faiblesse, le nouvel aord de Bâle privilégie justement le reours
aux modèles internes des banques permettant de mesurer le risque de manière plus
performante. Ces modèles internes des banques, dont la onstrution est expliquée
i-haut, permettent de aluler les fonds propres de manière à tenir ompte des
partiularités des portefeuilles de rédits de es banques. On parle alors de fonds
propres éonomiques qui onstituent le apital néessaire aux institutions nan-
ières pour ouvrir aussi bien les pertes antiipées que les pertes non antiipées.
Comme on l'a vu les pertes non antiipées sont simplement l'éart-type de la dis-
tribution des pertes, voir équation (3.9). Mais que se passe-t-il lorsque les pertes
réelles exèdent d'un éart-type le niveau des pertes antiipées ? La méthodologie
privilégiée par Bâle II via les modèles internes est empruntée à la méthodologie de
mesure du risque de marhé. La mesure hoisie pour quantier le risque de rédit
d'un portefeuille de rédits est le apital éonomique. Cette mesure est alulée
à partir de la distribution des pertes sur le portefeuille de rédits estimée à l'aide
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d'un modèle interne à l'institution nanière. Pour un niveau de onane 1− α et
un horizon donnés, le apital éonomique EC1−α se dénit omme le (1−α) · 100%-
quantile de la distribution des pertes moins le niveau des pertes antiipé. Soit L˜ la
variable aléatoire qui modélise les pertes du portefeuille dues à des défauts ou des
dégradations de qualité de rédit, alors (voir Bluhm & al. [15℄ p. 32)
EC1−α = q1−α − E(L˜) . (3.18)
La statistique q1−α est aussi appelée Credit Value-at-Risk ave un niveau de onane
1 − α. La gure 3.1 illustre le onept du apital éonomique où fL˜ représente la
fontion de densité de la variable L˜.
PSfrag replaements
fL˜
q1−αE(L˜) EC1−α
Fig. 3.1  Le onept du apital éonomique
En termes de probabilité, la notion du apital éonomique s'érit :
P (L˜− E(L˜) ≤ EC1−α) = 1− α .
Cei signie que la perte exédant le niveau des pertes antiipées est dans (1−α)%
inférieur au niveau du apital éonomique pour un seuil de onane de (1 − α).
En onséquene si une institution nanière détient un niveau de fonds propres égal
au niveau des pertes antiipées plus le apital éonomique, alors, ette institution
pourra ouvrir ses pertes et don éviter la faillite dans (1− α)% des as.
Pour le alul du apital éonomique, le hoix de la fontion utilisée pour modéliser
les pertes du portefeuille est déisif. Par exemple, on observe aisément que si le
modèle hoisi pour la distribution des pertes est une distribution normale, le apital
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éonomique est un multiple de l'éart-type de la distribution des pertes, qui est une
mesure usuelle pour quantier l'inertitude des pertes. En eet :
P (L˜− E(L˜) ≤ EC1−α) = 1− α
⇔ Φ
(
EC1−α
σL˜
)
= 1− α
⇔ EC1−α = σL˜ · Φ−1(1− α) . (3.19)
On obtient EC1−α = m · σL˜ où il est évident que le fateur m dépend du niveau de
onane requis. Cependant, l'emploi de la distribution normale pour la modélisation
de la distribution des pertes d'un portefeuille de rédit n'est pas réaliste. En eet,
les eets de ontagion entre rédits font que les probabilités d'événements extrêmes
sont plus élevées que pour une distribution normale et la distribution de pertes se
aratérise en général par sa queue épaisse.
Quoi qu'il en soit, la onnaissane des deux premiers moments de la distribution des
pertes est susante pour dénir une borne inférieure du apital éonomique, quelles
que soient les aratéristiques non normales de la distribution des pertes grâe à
l'inégalité de Thebyhev :
P (|x˜− E(x˜)| ≥ ε) ≤ Var(x˜)
ε2
;
pour toute variable aléatoire x˜ d'espérane mathématique et de variane nies et
pour tout ε > 0. Soit L˜ la variable aléatoire représente les pertes futures du porte-
feuille de rédits dont la fontion de distribution est F et soit ε = t · σL˜ où t est un
nombre positif, fontion du niveau du signiation. On obtient :
P (|L˜− E(L˜)| ≥ t · σL˜) ≤
1
t2
;
soit aussi les deux inégalités (assez faibles) suivantes :
P (L˜− E(L˜) ≥ t · σL˜) ≤
1
t2
et P (E(L˜)− L˜ ≥ t · σL˜) ≤
1
t2
. (3.20)
On réérit les équations préédentes :
P (L˜ ≥ E(L˜) + t · σL˜) ≤
1
t2
et P (L˜ ≤ E(L˜)− t · σL˜) ≤
1
t2
,
e qui implique
F (E(L˜) + t · σL˜) ≥ 1−
1
t2
et F (E(L˜)− t · σL˜) ≤
1
t2
. (3.21)
Puisque toute fontion de distribution est monotone roissante, les inégalités (3.21)
impliquent respetivement que E(L˜)+ t ·σL˜ ≥ F−1(1− 1t2 ) et E(L˜)−t ·σL˜ ≤ F−1( 1t2 ).
Or F−1(1− 1
t2
) et F−1( 1
t2
) sont justement les (1− 1
t2
) · 100% et ( 1
t2
) · 100%-quantiles
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de la distribution des pertes que l'on note q1− 1
t2
et q 1
t2
pour rester ohérent ave la
notation utilisée à l'équation (3.18).
On obtient par onséquent les inégalités suivantes :
E(L˜) + t · σL˜ ≥ q1− 1
t2
et E(L˜)− t · σL˜ ≤ q 1
t2
. (3.22)
En insérant dans l'équation (3.22) les valeurs de q1− 1
t2
et q 1
t2
déoulant de l'équa-
tion (3.18) on obtient une borne supérieure et une borne inférieure pour le apital
éonomique :
EC1− 1
t2
≤ t · σL˜ et EC 1
t2
≥ −t · σL˜ . (3.23)
Par exemple, pour un niveau de onane de 95%, on a
1.026 · σL˜ ≤ EC0.95 ≤ 4.4721 · σL˜ ;
alors que si l'on suppose que la distribution des pertes est normale, on a EC0.95 =
1.645σL˜ selon l'équation (3.19).
A défaut de permettre un alul préis du apital éonomique, le ouple moyenne-
variane permet néanmoins de dénir un intervalle pour le apital éonomique. Na-
turellement, plus on herhe à se rapproher de la queue de la distribution (niveau
de onane élevé), plus l'intervalle est large.
Deuxième partie
Les prinipales approhes
quantitatives du risque de défaut
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L'approhe struturelle du risque de
défaut
Un paramètre essentiel intervenant dans le alul des mesures de risque est la proba-
bilité de défaut. Lorsque l'on onnaît le rating d'un rédit, la probabilité de défaut
se lit sur une matrie de transition. Cependant, dans plusieurs as, on ne onnaît pas
le rating de tous les rédits ou titres de dettes omposant un portefeuille. Dans ette
situation, les institutions nanières doivent reourir à des approhes quantitatives
statistiques pour estimer les probabilités de défaut des diverses positions de leurs
portefeuilles de rédits.
Dans la littérature du risque de rédit, deux approhes prinipales sont utilisées
pour estimer la probabilité de défaut. Il s'agit de modèles fondés soit sur la théorie
nanière, soit sur la théorie de l'assurane qui sont alibrés à l'aide des données des
marhés naniers. La première et plus anienne approhe du risque de défaut est
l'approhe struturelle qui établit un lien entre le risque de défaut d'une entreprise
et les variables struturelles de ette entreprise omme la valeur des atifs et la valeur
de la dette. L'artile fondateur de ette approhe est elui de Merton [114℄. Celui-
i se base sur les méthodes d'évaluation des options de Blak & Sholes [13℄.
Une approhe plus réente du risque de défaut a vu le jour dans les années nonante
ave notamment l'artile de Jarrow & Turnbull [97℄. Il s'agit de l'approhe
réduite du risque de défaut qui ne onditionne pas expliitement le défaut aux
variables struturelles de la rme. Cette approhe fait l'objet du hapitre suivant.
L'approhe struturelle du risque de rédit est une approhe relativement intuitive
dans la mesure où le risque de rédit enouru par l'émetteur d'une dette à une rme
est diretement relié à la réalité éonomique de la rme : le défaut intervient dès
que la valeur de marhé de l'ensemble des atifs de la rme passe sous un ertain
seuil déterminé par le niveau global de la dette ontratée. Il s'agit d'une vision
optionnelle de la dette : l'émetteur reçoit le droit de faire défaut sur sa dette, droit
qu'il exere dès que la valeur des atifs ne permet plus de la ouvrir. Les modèles
utilisant ette oneption du défaut sont appelé modèles struturels du risque
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de défaut. Ils dérivent le proessus de défaut omme le résultat expliite de la
détérioration de la valeur de marhé de la rme.
Les modèles struturels ont gagné une large reonnaissane auprès des professionnels
de la banque et sont devenus un standard dans le domaine du risque de défaut. Trois
raisons majeures expliquent ette popularité. La première est l'aptitude des modèles
struturels à fournir une évaluation ontinue de la solvabilité des titres tés en
bourse puisqu'elle est impliquée par les otations des atifs. Ces modèles présentent
aussi l'avantage de donner des signes préurseurs du défaut qui sont essentiellement
la baisse de valeur des atifs. Enn, e type d'approhe ore une expliation des
dégradations de la qualité des rédit.
Ce hapitre présentera essentiellement le premier type de modèles struturels : le
modèle deMerton [114℄ oumodèle de la rme. Le modèle deMerton est un
modèle qui détermine le risque de rédit d'une rme onjointement par le proessus
stohastique dérivant l'évolution de la valeur des atifs de la rme et la struture
de son apital. On présentera ensuite ertaines des extensions prinipales du modèle
deMerton. Enn, on exposera le modèle CreditMetris
TM
qui est un produit om-
merial qui utilise une approhe struturelle pour quantier le risque de défaut des
portefeuilles de rédits.
4.1 Les hypothèses du modèle de MERTON
Dans leur papier sur l'évaluation des options, Blak et Sholes [13℄ suggéraient
déjà que leur méthodologie pouvait être utilisée pour évaluer tous les titres émis par
des entreprises, que e soit des titres de propriété (ations) ou des titres de dettes
(obligations). Merton a été le premier à reourir à ette intuition et à l'appli-
quer pour l'évaluation de la dette émise par les entreprises. En employant ertaines
hypothèses sur la dynamique de la valeur de la rme et sur la struture du api-
tal, Merton est parvenu à obtenir des formulations pour l'évaluation des apitaux
propres et de la dette émise par la rme.
Les huit hypothèses de base du modèle de Merton [114℄ p.450 sont résumées i-
après :
1. La valeur des atifs de la rme au temps t est une variable aléatoire At qui
évolue selon un mouvement brownien géométrique. Cei implique que la valeur
des atifs est la solution de l'équation diérentielle stohastique suivante :
dAt = µAAtdt+ σAAtdBt , (4.1)
où µA > 0 est le drift et σA est la volatilité des atifs de la rme et (Bs)s≥0 est
un mouvement brownien standard. On peut réérire l'équation (4.1) omme
suit :
At+dt −At
At
= µAdt+ σAdBt . (4.2)
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Le terme gauhe de ette équation peut être identié omme le rendement
relatif des atifs sur un intervalle de temps innitésimal [t, t+ dt]. Cette équa-
tion indique que e rendement des atifs est omposé d'un trend linéaire µA
et d'une utuation aléatoire σAdBt.
2. La rme possède une struture apitalistique simple, à savoir deux types de
titres : une dette obligataire et des apitaux propres. La valeur de marhé des
atifs de la rme au temps t est :
At = Et +Dt , (4.3)
où Et désigne la valeur des apitaux propres et Dt la valeur marhande de la
dette. Merton émet des hypothèses supplémentaires sur le prol de la dette
et des apitaux propres :
 La dette est simplement dérite : l'émetteur de la dette paie à la rme
un apital D0 à t = 0 et reçoit, à t = T qui est la maturité de la dette,
un montant total de F , inluant le prinipal D0 et les intérêts à un taux
reétant le niveau de risque de la rme ;
 les apitaux propres de ne reçoivent pas de dividende.
3. En as de défaut, le détenteur de la dette devient propriétaire de la rme. Si
à la maturité de la dette 'est-à-dire au temps T la valeur des atifs de la
rme AT exède le paiement F , les réaniers reçoivent le paiement dû F et la
valeur résiduelle est versée aux ationnaires. Si, par ontre, la valeur des atifs
est inférieure au montant dû F , les réaniers reçoivent un paiement égal à la
valeur des atifs et les ationnaires ne reçoivent rien.
4. Enn, Merton fait l'hypothèse que le taux d'intérêt sans risque demeure
onstant au ours du temps, égal à r. De plus, on suppose qu'il y a absene
d'opportunité d'arbitrage et que les marhés sont omplets.
Du point de vue le l'émetteur de la dette, le risque de défaut implique impliitement
qu'il y a une probabilité stritement positive que la valeur des atifs à la maturité
de la dette t = T soit insusante pour rembourser la dette :
P (AT < F ) > 0 . (4.4)
A la date t = 0, une probabilité de défaut positive signie que si D0 est plaé
aux taux sans risque, on obtient un montant D0e
rT
à l'éhéane de la dette qui est
inférieur au montant dû F . Cei s'érit :
D0 < Fe
−r·T , (4.5)
où r dénote le taux d'intérêt sans risque. L'inégalité (4.5) doit être satisfaite puisque
l'émetteur de la dette demande une ompensation pour le risque de défaut de l'em-
prunteur. Une telle prime de risque ou spread est don exigée à l'émetteur de la
dette, e qui se traduit par un taux d'intérêt plus élevé que le taux sans risque sur
la valeur nominale de la dette F 'est-à-dire que
D0 = Fe
−R(T )·T , (4.6)
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où R(T ) est le taux d'intérêt pour une dette de maturité T prenant en ompte le
risque de défaut enouru par de détenteur de la dette.
4.2 Valeur des apitaux propres et probabilité de
défaut
Le modèle de valorisation de la rme de Merton repose sur le prinipe que les
ationnaires et les réaniers sont en fait des détenteurs d'options. A la date T , si
la valeur des atifs est inférieure à la somme F due aux réaniers, on onsidère
que la rme fait défaut. Dans e as, la rme passe aux mains des réaniers qui ne
réupèrent qu'une portion AT /F de leur apital initial. Par ontre, lorsque AT > F ,
la dette est intégralement payée et les ationnaires reçoivent la diérene. A la date
T , le paiement aux ationnaires se résume par l'équation suivante :
ET = max[AT − F, 0] . (4.7)
Les apitaux propres sont en fait une option d'ahat sur la rme ayant omme prix
d'exerie la valeur de la dette et pour éhéane la date T .
D'après le modèle d'évaluation des options de Blak & Sholes et en vertu de
la omplétude des marhés, la valeur des atifs à haque date t peut s'érire sous la
forme de l'espérane de leur valeur nale atualisée. A la date t = 0, la valeur des
apitaux propres est donnée par :
E0 = A0Φ(d1)− Fe−rTΦ(d2) , (4.8)
où
d1 =
ln(A0/Fe
−rT )
σA
√
T
+ 0.5σA
√
T , d2 = d1 − σA
√
T
et Φ est la fontion de répartition d'une variable normale entrée réduite.
Merton dénit F ∗ = Fe−r·T omme étant la valeur de la dette atualisée au taux
sans risque, et ϕ = F ∗/A0 une mesure du taux d'endettement de la rme ou du
niveau de levier de la rme. En insérant es deux nouveaux paramètres on obtient
la valeur des apitaux propres :
E0 = A0[Φ(d1)− ϕΦ(d2)] , (4.9)
ave
d1 =
− ln(ϕ)
σA
√
T
+ 0.5σA
√
T et d2 = d1 − σA
√
T .
La probabilité que la rme soit en défaut à t = T 'est-à-dire P (AT < F ) est en fait
la probabilité que les ationnaires n'exerent pas leur option d'ahat des atifs de la
rme au prix d'exerie F . Cette probabilité s'érit :
P (AT < F ) = Φ(d2)
= Φ
( − ln(ϕ)
0.5σA
√
T
− σA
√
T
)
. (4.10)
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On observe que d'après le modèle de Merton, la probabilité de défaut ne dépend
que du niveau du levier ϕ, de l'inertitude pesant sur les atifs σA et de la maturité
de la dette T . On omprend alors que l'on parle de modèle struturel, ar e modèle
relie le risque de rédit à la struture nanière de la rme.
4.3 Valeur de la dette et spread de rédit
Le modèle de Merton permet d'obtenir un spread théorique de rédit qui est la
prime théorique exigée par l'investisseur pour le risque de rédit. Le spread traduit
l'aversion au risque des investisseurs. Merton va prouver que le spread augmente
ave le niveau de levier nanier de la rme, et qu'il est une fontion roissante de
la volatilité des atifs.
En eet, toute dette émise par une rme verse un taux de rendement supérieur au
taux sans risque, an de ompenser l'investisseur pour le risque (essentiellement le
risque de rédit) qu'il supporte. Le modèle deMerton permet de mesurer e spread
théorique de rédit qui sera une mesure du risque de défaut de la rme. Puisque la
rme ne possède que deux soures de nanement (selon l'hypothèse 2), la valeur de
la dette, à t = 0 est égale à la valeur des atifs moins la valeur des apitaux propres :
D0 = A0 − E0 .
À l'aide de l'équation (4.9), on obtient l'expression suivante de la valeur de la dette :
D0 = A0[Φ(−d1) + ϕΦ(d2)] . (4.11)
Puisque que l'on suppose l'absene d'opportunité d'arbitrage, le taux de rendement
de la dette R(T ) est donné impliitement par l'équation :
D0 = Fe
−R(T )·T
Ayant déni F ∗ = Fe−rT omme étant la valeur de la dette atualisée au taux sans
risque, on obtient :
D0 = F
∗e(r−R(T ))·T . (4.12)
En ombinant les équations (4.11) et (4.12) on obtient :
F ∗e(r−R(T ))T = A0[Φ(−d1) + ϕΦ(d2)] . (4.13)
En résolvant ette dernière équation, Merton expliite alors le spread des taux
résultant du risque de défaut omme étant :
R(T )− r = − 1
T
ln
(
Φ(d2) +
1
ϕ
Φ(−d1)
)
(4.14)
où ϕ = F
∗
A0
est le niveau de levier de la rme.
Pour une maturité T donnée, la prime de risque dépend uniquement de la volatilité
σA de la valeur des atifs et du levier ϕ. Merton montre que R(T ) − r est une
fontion roissante de es deux paramètres, e qui est onforme à l'intuition :
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 La volatilité de la valeur de marhé d'une rme reète l'inertitude des in-
vestisseurs sur les rendements à venir de ette rme. Par onséquent, plus la
volatilité est élevée, plus le risque (de défaut) enouru par l'émetteur de la
dette est important et plus la prime doit être onséquente.
 Plus le levier nanier de la rme, 'est-à-dire le rapport de son endettement
net sur le montant de ses apitaux propres est important, plus la dette est
risquée. En eet, l'eet de levier permet aux propriétaires d'une entreprise
(les ationnaires) d'aroître le niveau d'ativité sans augmenter pour autant
le montant de leurs engagements. Le risque supplémentaire lié au surplus d'a-
tivité est alors supporté par les réaniers, e qui se traduit par une meilleure
rémunération de leurs plaements.
Les graphiques 4.1 et 4.2 illustrent la façon dont le levier inuene la struture à
terme de spreads de taux pour une volatilité de la valeur des atifs égale à σ = 10%
et un taux sans risque égal à r = 3%, voir Ronalli [127℄ p.143. Le spread est
exprimé en basis points
1
ou points de base, et la maturité est exprimée en années.
1. Dans le premier as, ϕ = 1.2 > 1 : le spread théorique est une fontion
déroissante de T qui est le temps restant avant maturité. La valeur antiipée
(au taux sans risque) des atifs de la rme à la maturité T est inférieure au
montant de ses engagements A0e
rT < D. Il est d'autant plus probable que la
valeur antiipée des atifs se réalise avant que la date d'éhéane se rapprohe.
Par onséquent, pour un niveau de levier ϕ > 1, plus le temps avant maturité
est ourt, plus le risque enouru par le détenteur de la dette est élevé et par
onséquent la prime qui en résulte est importante.
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Fig. 4.1  Relation entre le spread théorique en basis points et le temps T restant
avant la maturité de la dette pour ϕ > 1
2. Dans le seond as, ϕ = 0.6 < 1 : la valeur antiipée des atifs de la rme au
taux sans risque est supérieure à ses engagements A0e
rT > D. Par onséquent,
1
Un basis point ou point de base noté bp orrespond à un entième de pourent : 1bp=0.01 %
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dans le as limite où la maturité de la dette est atteinte (T = 0), la rme peut
entièrement rembourser ses réaniers, e qui se traduit par un spread nul. Par
ontre, en s'éloignant de l'éhéane, l'inertitude pesant sur l'évolution de la
valeur des atifs (σ = 10%) fait roître la probabilité de défaut et don le spread
(première partie de la ourbe). Dans un seond temps, on retrouve un eet
similaire à elui observé sur la première ourbe (ϕ > 1) : l'éloignement de la
maturité rend plus ertain, pour un niveau de levier ϕ xé, le reouvrement de
la dette si bien que le spread théorique diminue (seonde partie de la ourbe).
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Fig. 4.2  Relation entre le spread théorique en basis points et le temps T restant
avant la maturité de la dette (en années) pour ϕ < 1
On note que es deux ourbes font apparaître le défaut omme un événement prévi-
sible : le spread théorique tend soit vers 0 soit vers l'inni lorsque l'on se rapprohe
de la maturité. Dans le premier as, juste avant la maturité, le marhé sait qu'il n'y
aura pas de défaut et n'a don auune raison d'aorder une prime de risque. Dans
le seond as, on observe le phénomène inverse.
La prinipale limitation du modèle de Merton réside dans le fait que le défaut de
l'émetteur ne peut intervenir qu'à la maturité de la dette. Or le défaut ou la faillite
des entreprises est en général délenhé avant l'éhéane de la dette, sans attendre de
onstater que elle-i ne pourra pas être remboursée. D'où des extensions du modèle
de Merton herhent à modéliser le défaut de manière plus réaliste présentés à la
setion suivante.
4.4 Extensions du modèle de Merton
Le modèle de Geske [73℄ est l'extension la plus direte de Merton. Ce modèle
suppose que le défaut peut se produire à haque date de paiement du prinipal ou
des intérêts.
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Un autre type d'extension onsiste à appréhender le défaut non plus de manière
disrète mais en temps ontinu : la rme peut faire défaut à n'importe quelle date
entre la date d'émission et la maturité, qu'il s'agisse ou non d'une date de paiement.
Il s'agit du modèle de Blak & Cox [12℄ qui reprennent le adre d'analyse de
Merton en supposant que la rme peut être mise en faillite dès que la valeur de
marhé des atifs At passe sous un seuil ritique Kt tel que
Kt = Ke
−r(T−t), 0 < K ≤ F ; (4.15)
où le seuil de défaut K est xé de manière exogène : il doit être déni de façon
expliite dans le ontrat de dette. On parle alors de modèles struturels à frontière
exogène. Blak & Cox dénissent ainsi un niveau levier maximal ρmax = F/K
supérieur à 1 que les ationnaires ne peuvent franhir pour naner l'ativité de
l'entreprise.
Comme le montrent les graphiques 4.1 et 4.2, le modèle de Merton spéie le
défaut omme un événement prévisible si bien que le spread théorique tend vers
zéro à mesure qu'on s'approhe de la maturité. Dans la pratique, les spreads restent
importants, même pour des dates de maturité prohes. Zhou [152℄ a proposé une
solution à e problème tout en onservant un adre d'analyse prohe de elui de
Merton. Il intègre un proessus de sauts au proessus de valorisation des atifs
de telle manière que les trajetoires suivies par la valeur de marhé de la rme ne
sont plus néessairement ontinues. Dans e ontexte, Zhou montre que les spreads
théoriques demeurent signiatifs, même à l'approhe de la maturité ar les investis-
seurs demandent une prime permettant de s'assurer ontre le risque supplémentaire
engendré par les sauts.
L'extension la plus utilisée du modèle deMerton est la méthodologie mise en plae
par Moody's KMV
2
qui est le leader mondial des fournisseurs d'outils quantita-
tifs pour l'analyse des risques. À partir de la valeur omptable de la dette d'une
entreprise et de l'estimation de sa valeur de marhé, KMV alule la distane au
défaut de la rme et en déduit, pour un horizon donné, sa probabilité de défaut,
notée EDF pour expeted default frequeny expliquée i-après.
Une mesure du risque de défaut : la distane au défaut
Selon le modèle de Merton, une mesure pertinente de la valeur nette d'une rme à
haque instant t est sa valeur de marhé At moins la valeur omptable de sa dette,
le défaut intervenant dès que la valeur nette s'annule. Mais en réalité, le défaut peut
se produire pour des valeurs nettes négatives. Cei tient à la struture de la dette,
qui se déompose en dette à long terme (qui apporte plus de exibilité) et en dette
à ourt terme (plus restritive). Le seuil de la valeur des atifs délenhant le défaut
ou point de défaut noté K se situe en général entre le montant total de la dette
et le montant de la dette à ourt terme.
2
http://www.moodyskmv.om/
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Pour évaluer le risque de défaut, la valeur nette ne peut être onsidérée indépendam-
ment du risque lié à l'ativité de l'entreprise. En eet, il n'est intéressant de onnaître
l'éart entre la valeur de marhé des atifs et le point de défaut K que si l'on sait
dans quelle mesure et éart risque d'être omblé. La distane au point défaut K
normalise don la valeur nette de l'entreprise en la omparant à son éart-type.
Ainsi, pour haque période t, la distane au point de défaut DDt qui orrespond au
nombre d'éarts-type séparant la valeur de marhé des atifs du point de défaut est
donnée par : (voir Crosbie & Bohn [37℄ p. 9) :
DDt :=
At −K
σAt
; (4.16)
où σ est l'éart-type de la variable aléatoire At qui représente la valeur des atifs au
temps t.
Ainsi don, une valeur de DDt égale à 4 signie qu'il faut que la valeur des atifs
se déplae de 4 éarts-type pour que le défaut se délenhe. On peut remarquer que
ette mesure fait la synthèse des fateurs de risque mis en évidene par le modèle
de Merton : elle intègre à la fois le levier et la volatilité des atifs. Moody's KMV
relie la distane au point de défaut DDt à la probabilité de défaut EDF en se
fondant sur des données empiriques. La base de données dont dispose Moody's
KMV ontient plus que 250'000 entreprises et 4'700 inidents de défaut par an. A
l'aide de ette base de données, une table des fréquenes des défauts est générée
pour divers niveaux de distane au point de défaut. Par exemple, pour mesurer la
probabilité de défaut à un an d'une rme ayant une distane au point de défaut égale
à 7, Moody's KMV alule la fréquene relative d'entreprises ayant une distane
au point de défaut égale à 7 qui ont fait défaut sous un an. Moody's KMV est
alors à même de onstruire sa matrie de transition. Elle lasse les entreprises par
groupe de notation. Par exemple, à toutes les entreprises ayant une EDF inférieure
à 0.02% on attribue la notation AAA, puis à elles ayant une EDF omprise entre
0.03% et 0.06% la notation AA et ainsi de suite.
4.5 CreditMetris
TM
: Une appliation du modèle de
Merton
RiskMetris Group
3
, anienne division de gestion des risque de J.P Morgan a intro-
duit en 1997, en partenariat ave d'autres institutions nanières
4
, CreditMetris
TM
qui est un outil sophistiqué pour la mesure de risque de rédit au niveau des rédits
individuels et au niveau du portefeuille. L'ambition de J.P Morgan était de réer
3
voir http://www.riskmetris.om/
4
Bank of Ameria, BZW, Deutshe Morgan Grenfell, Swiss Bank Corporation, UBS et KMV
Corporation
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une méthodologie standard de mesure du risque de rédit, de promouvoir la trans-
parene dans la gestion du risque de rédit et enn d'enourager la onvergene du
apital réglementaire vers le apital éonomique.
Depuis son lanement, CreditMetris
TM
a été largement aepté par les institutions
nanières et les autorités de supervision omme étant un standard de la mesure du
risque de rédit. La méthodologie de CreditMetris
TM
a évolué ave le hangement
de l'environnement du rédit et les apports des pratiiens, herheurs et autorités
réglementaires.
Une partiularité essentielle de CreditMetris
TM
est d'être un modèle marked to
market. En eet, CreditMetris
TM
généralise le modèle de Merton pour inlure
toutes les transitions de rating assoiées au hangement de qualité d'un rédit. Cette
généralisation implique qu'il existe, en plus du seuil de défaut, une série de seuils de
la valeur des atifs qui déterminent le rating pour l'horizon onsidéré.
CreditMetris
TM
onsiste en trois prinipaux omposants :
 Une méthodologie pour l'estimation de la redit value-at-risk ou CVaR ausée
par les hangements de la qualité de rédit ;
 Un reueil de données nanières historiques ;
 Une appliation informatique CreditManager
TM
qui implémente la méthodo-
logie.
Dans ette setion, on expose la méthodologie de CreditMetris
TM
appliqué à un
rédit individuel. C'est dans la troisième partie de e travail qui est onsarée à
l'étude de la dépendane entre les rédits que l'on verra omment CreditMetris
TM
traite la dépendane entre les rédits pour évaluer le risque de rédit au niveau du
portefeuille.
Pour le alul du risque de rédit d'un rédit individuel, par exemple une obligation,
trois étapes sont néessaires omme illustré dans le graphique 4.3.
 Étape 1 : le rating de l'émetteur de l'obligation détermine les probabilités de
défaut et de migration vers une autre qualité de rédit à l'horizon hoisi.
 Étape 2 : La séniorité de l'obligation détermine le taux de reouvrement. De
plus, pour haque rating, une ourbe de spreads permet de déterminer la valeur
atuelle du rédit en atualisant tous les ash ows futurs liés à ette obligation.
 Étape 3 : Les probabilités de migration (étape 1) et les valeurs possibles du
rédit étant donné le rating (l'étape 2) donnent une distribution estimée de
la valeur du rédit à l'horizon hoisi. De ette distribution déoule toutes
les mesures de risque y ompris la redit value-at-risk ou enore le apital
éonomique.
Pour illustrer la méthodologie, on se base sur l'exemple du doument tehnique
de CreditMetris
TM
Gupton, Finger & Bhatia [83℄. On onsidère une rme de
rating BB dont les atifs s'élèvent $ 100 millions. Cette rme émet des obligations
et il s'agit d'en étudier le risque de rédit. Dans la logique des modèles struturels,
l'hypothèse est qu'il y a des seuils de la valeur des atifs tels qu'il est possible
4.5. CreditMetris
TM
: Une appliation du modèle de Merton 49
Rating du rédit
Séniorité
Spreads
? ? ?
Transition des ratings
probabilités
Taux de reouvrement
en as de défaut
Valeur du rédit
en as de défaut
? ? ?
Variations de la valeur du rédit dues
aux hangements de la qualité de rédit
Fig. 4.3  Diérentes étapes de l'analyse du risque de rédit au niveau individuel
ave CreditMetris
TM
(Gupton & al [83℄ p.23)
d'établir une appliation entre haque seuil de la valeur des atifs à l'horizon d'un
an et le rating du rédit à e même horizon d'un an, omme illustré à la gure 4.4.
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Fig. 4.4  Migration des rating et valeurs des atifs d'une rme de rating BB
Soure : CreditMetris Tehnial Doument, Gupton, Finger & Bhatia [83℄ p. 86
Supposant que les seuils des valeurs des atifs sont onnus, il reste à modéliser les
hangements de la valeur des atifs pour dérire l'évolution du rating de la rme.
Pour e faire, CreditMetris
TM
fait l'hypothèse que le rendement annuel des atifs
R suit une distribution normale d'espérane µ et de variane σ2. On obtient alors
une distribution du rendement des atifs déoupée en bandes (voir gure 4.5) de
telle manière qu'il existe des seuils de rendement des atifs ZDef , ZCCC , ZBBB tels
que si R < ZDef alors le rme est en défaut ; si ZDef < R < ZCCC alors la rme
obtient le rating CCC et ainsi de suite.
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PSfrag replaements
D CCC B BB BBB A AA AAA
ZDef ZCCC ZB ZBB ZBBBZA ZAA
Fig. 4.5  Distribution du rendements des atifs déoupée en bandes
Soure : CreditMetris Tehnial Doument, Gupton, Finger & Bhatia [83℄ p. 88
Puisque le rendement des atifs R suit une distribution normale, la probabilité an-
nuelle de défaut est donnée par :
q = P (R < ZDef) = Φ
(
ZDef − µ
σ
)
; (4.17)
où µ et σ sont l'espérane mathématique respetivement l'éart-type de la distribu-
tion du rendement annuel des atifs.
CreditMetris
TM
estime les seuils en égalisant les probabilités de migration du mo-
dèle aux fréquenes de transition historiques. Pour un rating BB, les fréquenes de
transition à un an de Standard & Poor's pour la période 1981-2003 sont données
dans la deuxième olonne de table 4.1. La troisième olonne de ette même table
présente les probabilités de migration impliquées par le modèle.
Par onséquent, pour une rme de rating BB les seuils de rendement annuel des
atifs sont obtenus en égalisant les olonnes 2 et 3 de la table 4.1. Ces seuils sont
donnés dans la table 4.2.
La nalité du modèle CreditMetris
TM
est de onstruire la distribution de la valeur
du rédit à l'horizon hoisi étant pour en déduire le alul de la CVaR. Il est par
onséquent néessaire de onnaître toutes les valeurs possibles du rédit à l'horizon
hoisi en fontion des migrations de rating possibles, y ompris en as de défaut.
CreditMetris
TM
fournit les taux de reouvrement par lasse de séniorité, qui per-
mettent de aluler la valeur du rédit en as de défaut.
Comme tous les titres, la valeur d'un rédit quelonque est égale à la valeur atualisée
de tous les ux futurs, à un taux tenant ompte du risque enouru. Pour aluler ette
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Rating Fréquenes de transition Probabilité de transition
en % selon le modèle
AAA 0.03 1− Φ (ZAAA−µ
σ
)
AA 0.07 Φ
(
ZAA−µ
σ
)− Φ (ZA−µ
σ
)
A 0.37 Φ
(
ZA−µ
σ
)− Φ (ZBBB−µ
σ
)
BBB 5.09 Φ
(
ZBBB−µ
σ
)− Φ (ZBB−µ
σ
)
BB 76.32 Φ
(
ZBB−µ
σ
)− Φ (ZB−µ
σ
)
B 7.53 Φ
(
ZB−µ
σ
)− Φ (ZCCC−µ
σ
)
CCC 1.02 Φ
(
ZCCC−µ
σ
)− Φ(ZDef−µ
σ
)
D 1.36 Φ
(
ZDef−µ
σ
)
Tab. 4.1  Probabilités de transition pour une rme de rating BB
Seuil Valeur
ZAAA 1.395 · σ + µ
ZAA 1.39 · σ + µ
ZA 1.385 · σ + µ
ZBBB 1.36 · σ + µ
ZBB 1.09 · σ + µ
ZB −1.29 · σ + µ
ZCCC −1.98 · σ + µ
ZDef −2.21 · σ + µ
Tab. 4.2  Seuils de migration du rendement des atifs pour une rme de rating BB
valeur atuelle CreditMetris
TM
met à disposition les taux d'atualisation fournis par
la ourbe des taux zéro oupon orrespondant à haque rating. Ces taux dépendent
du taux sans risque pour haque maturité et de la prime de risque ou spread annuel
qui dépend du rating du rédit.
Au total, on obtient les diérentes valeurs possibles du rédit en fontion des migra-
tions possibles de rating (y ompris le défaut) ainsi que les probabilités de migration.
Cei donne la distribution de la valeur du rédit à l'horizon hoisi, de laquelle on
déduit la redit value-at-risk.
Pour réapituler, l'approhe struturelle du risque de défaut permet d'évaluer de
façon intuitive le risque de défaut des rmes pour deux raisons :
 La struture apitalistique de l'entreprise est prise en ompte : plus une rme
est endettée plus élevé est le risque qu'elle fasse faillite.
 La valeur des atifs est un fateur de risque prinipal puisqu'elle délenhe le
défaut lorsqu'elle atteint un ertain seuil dépendant du niveau des dettes.
Néanmoins, ette approhe est très diile à implémenter ar elle néessite de nom-
breux paramètres qui sont soit inobservables, soit diilement aessibles. D'une
part la valeur des atifs, fateur de risque prinipal, est une donnée non observable
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puisque tous les atifs d'une rme ne sont pas évalués sur le marhé. D'autre part les
modèles struturels utilisent des informations disontinues de type omptable sur la
vie de la rme, omme par exemple le niveau du levier de la rme. De plus, la stru-
ture du apital est souvent très omplexe, si bien que de nombreuses approximations
doivent être faites pour implémenter es modèles.
Une autre limite importante des modèles struturels réside dans le fait que eux-i
impliquent que le défaut est prévisible et peut être antiipé par l'observation de la
valeur de la rme. Cependant, même si dans la pratique l'évolution de la valeur de
la rme et de la struture du apital peuvent aider à antiiper le défaut, il s'agit
souvent d'analyses a posteriori qui permettent rarement la prévision du défaut.
Enn, l'idée que le risque de défaut peut être réduit au risque de marhé orres-
pondant à la volatilité des atifs de la rme est disutable. En eet, il est diile
d'intégrer aux modèles struturels d'autres fateurs de risque, tels que le risque de
taux d'intérêt, le risque pays et. Cette hypothèse semble de plus paradoxale ar l'in-
trodution des produits dérivés de rédit est préisément liée au fait que les risque
de rédit est vu par les opérateurs de marhé omme un risque distint du risque
de marhé. La volonté de détaher le risque de rédit du risque de marhé a onduit
au développement d'une seonde approhe de modèles, dits à forme réduite, qui fait
l'objet du hapitre suivant.
Chapitre 5
L'approhe des modèles à forme
réduite
Comme on l'a souligné à la n du hapitre 4, les modèles struturels qui sont basés
sur la valeur de la rme présentent plusieurs limites fondamentales. Pour palier à es
limites oneptuelles et à es problèmes de mise en oeuvre, la famille des modèles à
forme réduite a été développée. Cette famille de modèles est moins ambitieuse que
les modèles struturels en e sens qu'elle ne s'intéresse pas aux auses éonomiques
du défaut, raison pour laquelle on parle de modèles à forme réduite. Malgré le nom
qu'ils portent, les modèles à forme réduite sont en réalité des modèles présentant un
aratère de généralité plus grand que les modèles struturels. Dans ette famille de
modèles, le défaut est envisagé omme le saut d'un proessus stohastique exogène.
Le défaut est par onséquent un événement imprévisible qui a une probabilité non
nulle sur toute période du temps.
Les modèles à forme réduite ont été développés notamment par Jarrow & Turn-
bull [97℄, Artzner & Delbaen [2℄ et Madan & Unal [109℄. Ces auteurs ne
partent pas d'une ou plusieurs variables qui sont supposées gouverner le défaut. Ils
onsidèrent que toutes les auses du défaut sont exogènes et modélisent es auses
par un proessus stohastique exogène. Ces modèles sont alibrés aux données du
marhé sur les taux d'intérêt sur les rédits risqués pour déterminer les probabilités
de défaut. Il est en eet d'usage de déomposer le taux d'intérêt retenu pour le
nanement d'un rédit entre taux sans risque et une prime de risque aussi appelée
spread. Ce spread inorpore plusieurs informations sur la qualité de l'emprunteur, la
liquidité de la transation sous-jaente, ou plus globalement, du marhé. En faisant
l'hypothèse que l'impat de la liquidité sur le spread est négligeable, le spread de-
vient un indiateur ontinu de l'évolution de la qualité du rédit des rédits tés en
bourse omme par exemple les obligations. Évidemment, et indiateur ne permet
pas de distinguer le risque de défaut du taux de reouvrement. De plus, pour que et
indiateur ne soit pas biaisé, il faudrait idéalement que les marhés soient omplets,
'est-à-dire qu'il existe des transations pour les rédits à toutes les éhéanes, sans
auune possibilité d'arbitrage entre elles.
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La logique de es modèles est diérente de elle des modèles struturels : on n'a
plus reours à une hypothétique valeur de la rme, mais on essaie de modéliser
diretement la probabilité de défaut à diérents horizons de temps. Alors que les
modèles struturels essaient de prédire une valeur théorique du spread de rédit à
partir de la volatilité des atifs, les modèles à forme réduite partent du spread de
rédit omme input et herhent à eetuer une évaluation relative.
Dans e hapitre, on présente tout d'abord le plus simple des modèles à forme
réduite, le modèle d'intensité qui fait l'hypothèse que le défaut est le saut d'un
proessus stohastique de Poisson. Ensuite, on introduira la struture à terme des
probabilités de défaut dans le adre des modèles d'intensité à la setion 5.2. La
setion 5.3 expliquera le onept de la probabilité risque neutre et le passage des
spreads observés sur le marhé aux probabilités de défaut. On onsarera une setion
à l'expliation des spreads des Credit Default Swaps et de leur utilisation pour
estimer les probabilités de défaut. Enn, la dernière setion du hapitre présente
quelques extensions du modèle d'intensité.
5.1 Le modèle d'intensité
Le modèle d'intensité a été développé par Jarrow et Turnbull [97℄ en 1995 pour
dérire la struture à terme des spreads de rédit.Le modèle d'intensité part de
l'idée que le défaut d'un rédit est un événement non prévisible, gouverné par
un proessus stohastique.
Un problème lassique en statistiques est de ompter le nombre d'ourrenes d'un
événement donné dans un intervalle de temps. A titre d'exemple, on peut iter les
appels téléphoniques à un standard, les aidents à un arrefour, ou les arrivées des
lients à un guihet. Le proessus de Poisson est souvent utilisé en statistique pour
modéliser les événements rares.
Dans le adre du risque de rédit, l'événement auquel on s'intéresse est le défaut d'un
rédit. Il s'agit d'une part, de modéliser le nombre d'ourrenes de et événement
au ours du temps, et d'autre part, de déterminer la probabilité d'une ourrene à
un horizon donné.
5.1.1 Le proessus de Poisson homogène
On onsidère un proessus stohastique en temps ontinu X = {X(t), t ∈ T} ave
T = [0,∞) où la variable aléatoire X(t) représente le nombre d'ourrenes d'un
événement ayant une faible probabilité dans l'intervalle [0, t]. La variable aléatoire
X(t) est don une fontion en esalier non déroissante dont la valeur initiale est
X(0) = 0 : en eet X(t) prend ses valeurs dans l'ensemble N = {0, 1, 2, . . .}, sa
valeur augmentant d'une unité à haque nouvelle ourrene. Le proessus de Pois-
son, illustré à la gure 5.1, est un proessus stohastique dont les événements ont
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une probabilité d'ourrene très faible pour haque intervalle de temps et est par
onséquent bien adapté pour modéliser le défaut d'un rédit.
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Fig. 5.1  Proessus de Poisson
Le proessus {X(t), t ∈ T} est un proessus de Poisson homogène d'intensité
λ (voir Karlin&Talyor [102℄) si les onditions suivantes sont remplies :
1. La probabilité qu'il y ait au moins une ourrene dans un intervalle ∆ → 0
est proportionnelle à ∆ :
P [X(t+∆)−X(t) ≥ 1] = λ∆+ o(∆) ; (5.1)
ave ∆ > 0 et où o(∆) est une fontion de ∆ telle que lim
∆→0
o(∆)
∆
= 0 .
2. La probabilité d'avoir deux ourrenes ou plus dans une période de durée
∆→ 0 est :
P [X(t+∆)−X(t) ≥ 2] = o(∆) . (5.2)
La deuxième hypothèse revient à exlure la possibilité de deux ou plusieurs o-
urrenes simultanées. Ces deux hypothèses impliquent que la probabilité que le
proessus reste onstant dans un intervalle de longueur ∆ est :
P [X(t+∆)−X(t) = 0] = 1− λ∆ ; (5.3)
et que la probabilité que le proessus reste ontant dans un intervalle de longueur
2∆ est :
P [X(t+ 2∆)−X(t) = 0] = P [X(t+∆)−X(t) = 0] · P [X(t+ 2∆)−X(t+∆) = 0]
= (1− λ∆)2 .
Pour aluler la probabilité qu'il n'y ait auune ourrene sur un intervalle quel-
onque [s, t], on subdivise elui-i en i sous-intervalles de longueur ∆ = (t−s)
i
. Dans
haque sous-intervalle, le proessus a une ourrene ave la probabilité λ∆ selon
l'équation (5.1). En fait, on se trouve dans une situation où, dans haque sous-
intervalle on réalise une expériene de Bernoulli ave une probabilité de suès égale
à λ∆. Pour i expérienes de Bernoulli, le nombre de suès suit par onséquent une
distribution binomiale de paramètres i et λ∆.
La probabilité de n'avoir auune ourrene dans l'intervalle [s, t] s'érit :
P [X(t) = X(s)] = (1− λ∆)i =
(
1− λ(t− s)
i
)i
. (5.4)
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Puisque lim
i→∞
(1 +
x
i
)i = ex, on obtient :
P [X(t) = X(s)]→ e−λ(t−s) . (5.5)
La probabilité d'avoir une ourrene dans l'intervalle [s, t] est donnée par :
P [X(t)−X(s) = 1] = i · λ∆(1− λ∆)i−1
= i · λ(t− s)
i
(
1− λ(t−s)
i
)i(
1− λ(t−s)
i
)
=
λ(t− s)
1− λ(t−s)
i
(
1− λ(t− s)
i
)i
.
L'expression
(
1− λ(t−s)
i
)
onverge vers 1 pour i → ∞ si bien qu'on obtient à la
limite :
P [X(t)−X(s) = 1]→ λ(t− s)e−λ(t−s) . (5.6)
La probabilité limite d'avoir deux ourrenes dans l'intervalle [s, t] est :
P [X(t)−X(s) = 2] =
(
i
2
)
(1− λ∆)i−2(λ∆)2
=
1
2
(t− s)2λ2e−λ(t−s) .
De manière similaire, on dérive la limite de la probabilité de n ourrenes dans
l'intervalle [s, t] :
P [X(t)−X(s) = n] = 1
n!
λn(t− s)ne−λ(t−s) . (5.7)
Un proessus de poisson homogène d'intensité λ est don un proessus non dérois-
sant, dont la valeur initiale est X(0) = 0 et qui prend des valeurs entières positives
ave les probabilités de l'équation (5.7).
Le modèle d'intensité du risque de défaut envisage le défaut d'un rédit omme
étant une ourrene ou un saut d'un proessus de Poisson dans un intervalle préis.
La probabilité de défaut à un horizon donné est don la probabilité qu'il y ait au
moins une ourrene à et horizon. Celle-i est égal à 1 moins la probabilité qu'il
n'y ait auune ourrene à et horizon qui est donnée par l'équation (5.5). Par
onséquent si on onsidère un rédit i dont le défaut est modélisé omme étant
le saut d'un proessus de Poisson homogène X = {X(t), t ∈ T} d'intensité λi,
alors, la probabilité de défaut sur un intervalle quelonque [0, t] est égale à (voir
équation (5.5) :
qi = 1− P [X(t) = X(0)]
= 1− e−λit . (5.8)
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L'intensité λi du proessus de poisson est l'espérane mathématique du nombre de
sauts se produisant par unité de temps. En d'autres termes, λi est la fréquene
moyenne des défauts ; on parle aussi d'intensité de défaut. La variane du nombre
de défauts par unité de temps est aussi égale à λi :
E(X(t)−X(t− 1)) = λi et Var(X(t)−X(t− 1)) = λi . (5.9)
Une propriété intéressante du proessus de Poisson est qu'il est sans mémoire : les
nombres de sauts dans deux intervalles disjoints sont indépendants. Dans le adre
du risque de rédit, ei veut dire que l'ourrene ou non de défaut avant la date t
n'inue en rien sur l'ourrene de défaut après t.
5.1.2 Le proessus de Poisson non homogène
Lorsque l'intensité d'un proessus de Poisson est une fontion λ(t) du temps, on parle
de proessus de Poisson non homogène. Dans le adre du risque de défaut, il
s'agit d'une généralisation naturelle qui part de l'idée que la fréquene moyenne des
défauts par unité de temps ou l'intensité de défaut varie ave le temps. Les propriétés
d'un proessus de Poisson non homogène sont similaires à elles du proessus de
Poisson homogène.
La probabilité qu'il y ait une ourrene dans l'intervalle [t, t + ∆],∆ → 0 (saut
loal du proessus) est donnée par :
P [X(t+∆)−X(t) = 1] = λ(t)∆ . (5.10)
On alule ainsi la probabilité qu'il n'y ait auune ourrene dans un intervalle
quelonque [s, t] en subdivisant et intervalle en n sous-intervalles de longueur ∆ :
P [X(t)−X(s) = 0] =
n∏
i=1
(1− λ(s+ i∆)∆) .
On obtient par onséquent
lnP [X(t)−X(s) = 0] =
n∑
i=1
ln(1− λ(s+ i∆)∆) ,
et lorsqu'on utilise l'approximation ln(1− x)→ −x pour x→ 0, on obtient :
lnP [X(t)−X(s) = 0]→
n∑
i=1
−λ(s + i∆)∆
→ −
∫ t
s
λ(s)ds
Finalement on obtient
P [X(t)−X(s) = 0]→ e−
∫ t
s λ(s)ds ; (5.11)
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e qui permet de dériver la probabilité d'avoir n ourrenes dans l'intervalle [s, t] :
P [X(t)−X(s) = n] = 1
n!
(∫ t
s
λ(s)ds
)n
e−
∫ t
s
λ(s)ds . (5.12)
Pour en revenir au risque de défaut, lorsque le défaut d'un rédit i est modélisé par
le saut d'un proessus de Poisson non homogène de paramètre λi(t), la probabilité
de défaut est sur un intervalle [0, t] donnée par :
qi = 1− P [X(t) = X(0)]
= 1− e−
∫ t
0
λi(s)ds .
5.2 Struture à terme des probabilités de défaut
Le proessus de Poisson fait ressortir une nouvelle variable, la durée d'attente entre
deux sauts suessifs du proessus. Cette variable est aléatoire étant donné que la
date du saut du proessus est elle-même aléatoire. On note T0 le temps d'attente du
premier saut à partir de t = 0, et T1 la durée séparant le 1
er
du 2ème saut et ainsi de
suite.
Soit la variable aléatoire Tk, k > 0 qui représente la durée d'attente entre le
kème et le (k + 1)ème saut d'un proessus de Poisson homogène d'intensité λ, voir
gure 5.2, alors, pour tout k > 0, les durées d'attente Tk sont indépendantes et
identiquement distribuées ; elles suivent une distribution exponentielle de paramètre
λ (voir Karlin and Taylor [102℄ p. 124).
P [Tk ≤ t] = 1− e−λt, t > 0 . (5.13)PSfrag replaements
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Fig. 5.2  Durées d'attente entre deux ourrenes suessives
Dans le adre du modèle d'intensité du risque de rédit dérit à la setion préédente,
les sauts du proessus de Poisson désigneraient les défauts d'un rédit individuel.
Cependant, il est évident qu'un rédit individuel ne peut onnaître plusieurs défauts
depuis la date de son émission. Le défaut est don le premier saut du proessus de
Poisson. Ce qui est intéressant en partiulier pour un rédit quelonque, est la date
du premier saut du proessus stohastique ou enore le temps d'attente jusqu'à e
premier saut.
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Si l'on onsidère le défaut d'un rédit omme étant la mort de e rédit, alors, la
durée de temps éoulée l'émission du rédit et le défaut est la durée de vie totale du
rédit. Lorsqu'un rédit ne fait pas défaut, sa durée de vie est tout simplement sa
maturité.
On se situe maintenant à une date quelonque sur l'axe du temps. Alors, la durée
d'attente jusqu'au défaut du rédit orrespond à la durée de survie du rédit. Il
s'agit ii d'une variable aléatoire puisque la date du défaut n'est pas onnue. On
désignera par τ la durée de survie d'un rédit. La distribution de ette variable
aléatoire donnera, pour haque horizon, la probabilité de défaut et de survie du
rédit à et horizon. En d'autres termes la distribution de la durée de survie donne
la struture à terme des probabilités de défaut.
5.2.1 Fontion de survie
On onsidère un rédit dont la durée de survie est désignée par τ . Soit F (t) la
fontion de répartition de τ :
F (t) = P [τ ≤ t], t ≥ 0 , (5.14)
et on dénit S(t) de la manière suivante :
S(t) := P [τ > t] = 1− F (t), t ≥ 0 . (5.15)
La fontion S(t) est appelée la fontion de survie. Pout tout t sur l'axe du temps,
elle donne la probabilité que le rédit atteigne l'âge t, 'est-à-dire que le défaut
survienne après la date t.
La fontion de densité de τ est, par dénition :
f(t) = F ′(t) = −S ′(t) = lim
∆→0+
P [t ≤ τ < t+∆]
∆
; (5.16)
lorsque la limite existe. Par exemple, pour un rédit i dont le défaut est modélisé
omme étant le saut d'un proessus de Poisson homogène de paramètre λi la fontion
de survie est donnée par :
S(t) = 1− F (t) =
∫ ∞
t
f(s)ds
=
∫ ∞
t
λie
−λisds
= e−λit . (5.17)
L'espérane mathématique de la durée de survie est
E(τi) =
1
λi
. (5.18)
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5.2.2 Fontion de défaillane
Une façon alternative de aratériser la distribution de la durée de survie est la
fontion de défaillane, appelée aussi hazard rate funtion dans la littérature,
qui est dénie de la façon suivante :
h(t) := lim
∆→0+
P [t ≤ τ < t+∆|τ ≥ t]
∆
. (5.19)
Pour un rédit quelonque dont la durée de survie est modélisée par la variable
aléatoire τ , la fontion de défaillane donne la probabilité instantanée de défaut
sahant que le rédit a atteint l'âge t. Une expression équivalente de la fontion de
défaillane est donnée par :
h(t) = lim
∆→0+
(F (t+∆)− F (t))/∆
1− F (t) =
f(t)
1− F (t) . (5.20)
Cette expression permet de faire le lien entre la fontion de défaillane et la fontion
de survie :
h(t) =
f(t)
1− F (t) = −
S ′(t)
S(t)
. (5.21)
En intégrant les deux tés de ette équation par rapport à t, on résout ette équa-
tion diérentielle pour exprimer la fontion de survie en termes de la fontion de
défaillane :
∫ t
0
h(s)ds =
∫ t
0
(
−S
′(s)
S(s)
)
= − [lnS(s)]t0 = − lnS(t) (5.22)
Et lorsqu'on applique l'exponentielle des deux tés on obtient :
S(t) = e−
∫ t
0
h(s)ds . (5.23)
On a par ailleurs
F (t) = 1− S(t) = 1− e−
∫ t
0 h(s)ds
et la fontion de densité de la variable aléatoire τ donnée par
f(t) = S(t) · h(t) . (5.24)
Lorsque le défaut est modélisé par le saut d'un proessus de Poisson homogène
de paramètre λ, la durée de survie d'un rédit quelonque suit une distribution
exponentielle de paramètre λ. La fontion de défaillane est alors obtenue à l'aide
des équations (5.17) et (5.24) :
h(t) =
f(t)
S(t)
=
λe−λt
e−λt
= λ . (5.25)
La fontion de défaillane est dans e as onstante et égale à l'intensité de défaut.
On a à présent une interprétation de l'intensité : elle-i est égale à la probabilité de
défaut instantané d'un rédit, étant donné sa survie jusqu'à une date quelonque t.
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5.3 Des spreads de rédit à l'intensité de défaut
Comme on l'a vu dans les setions préédentes, l'intensité de défaut, 'est-à-dire λ
(pour un proessus de Poisson homogène) ou λ(t) (pour un proessus de Poisson
non homogène) est le paramètre-lé du modèle d'intensité. Dans ette setion, on
présente les résultats des travaux de Jarrow & Turnbull [97℄ qui dérivent une
estimation de e paramètre à partir des données du marhé.
Jarrow & Turnbull [97℄ utilisent l'hypothèse de neutralité au risque pour ali-
brer les intensités de défaut des rédits individuels à l'aide les données du marhé
sur les spreads de rédit. Dans les marhés naniers, ette hypothèse signie que
la valeur assignée par un investisseur neutre par rapport au risque à un instrument
nanier est égale à la valeur espérée de et instrument. En onséquene, le terme de
probabilités risque-neutre est employé lorsqu'on se réfère à des probabilités (ou à une
distribution de probabilité) qui, lorsque qu'elles sont utilisées omme pondération
dans un alul de valeur espérée, reproduisent la valeur de marhé des instruments
naniers.
De plus, Jarrow & Turnbull [97℄ se servent des théorèmes fondamentaux de
l'évaluation des atifs, voir les travaux de Harisson & Kreps [84℄ et Harisson
& Pliska [85℄. Le premier théorème relate l'existene d'une mesure de probabilité
risque-neutre. Selon e premier théorème, il n'y a pas d'arbitrage si et seulement
s'il existe un mesure de probabilité risque-neutre qui est équivalente à la mesure de
probabilité historique. Le seond théorème de l'évaluation des atifs stipule que les
marhés sont omplets si et seulement si la mesure de probabilité risque-neutre est
unique.
Les théorèmes fondamentaux d'évaluation des atifs permettent de aluler la valeur
d'un titre quelonque : elle-i est égale à l'espérane sous la probabilité risque-neutre
de la somme atualisée au taux sans risque des ux futurs auxquels e titre donne
droit. Cette approhe d'évaluation des atifs est aussi appelée dans la littérature
approhe martingale voir (Ross [129℄, et Harisson and Kreps[84℄).
Jarrow & Turnbull [97℄ modélisent tour à tour sous l'hypothèse de neutralité
au risque l'évaluation d'une obligation zéro oupon sans risque de défaut et une
obligation zéro oupon ave risque de défaut. Ils arrivent à la onlusion que l'eet
du risque de défaut se traduit par la modiation du taux d'atualisation : pour tenir
ompte du risque de défaut, il faut ajouter au taux d'atualisation sans risque un
spread, qui dépend du taux de reouvrement et de l'intensité de défaut. En d'autres
termes, pour une obligation risquée, le taux d'atualisation Rt d'un ux futur perçu
au temps t s'érit :
R(t) = r(t) + λ(t) · LGD , (5.26)
où r(t) est le taux d'atualisation sans risque des ux perçus au temps t, λ(t) l'in-
tensité de défaut et LGD le taux de perte en as de défaut.
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C'est un résultat très important puisqu'il établit la relation entre les spreads de
rédit ourt terme, grandeur observable sur les marhés et l'intensité de défaut qui
permet de déduire les probabilités de défaut.
Il est possible de dériver l'équation (5.26) de manière plus simple. Pour e faire, on
onsidère l'exemple d'un rédit risqué à 1 an, omme une obligation de maturité
égale à un an. Cette obligation, représentée à la gure 5.3 ore un unique ash
ow X à l'éhéane 'est-à-dire au bout d'une année. En as de défaut, le taux de
reouvrement est (1-LGD) où LGD est le taux de perte en as de défaut. On note
q la probabilité risque-neutre de défaut de ette obligation.
Non défaut
Défaut
1− q
q = PD
Obligation risquée :
 
 
 
 
 
 
@
@
@
@
@
@R
X
X(1− LGD)
Cash ow à l'éhéane
Fig. 5.3  Evaluation d'une obligation à ash ow unique sujette au risque de défaut
Soit r le taux sans risque. La valeur V1 de ette obligation, selon l'hypothèse de
neutralité au risque est donnée par :
V1 =
1
1 + r
(
(1− q) ·X + q ·X(1− LGD)
)
. (5.27)
L'approhe lassique pour l'évaluation de l'obligation de la gure 5.3 est l'atua-
lisation du ash ow X à un taux R qui est le taux de rendement attendu d'une
quelonque autre obligation à un an qui possède les mêmes aratéristiques que
l'obligation initiale. Ce taux de rendement R est un taux qui prend en ompte le
risque de défaut et est omposé du taux sans risque et de la prime de risque due au
risque de défaut ou le spread de rédit (CS) :
R = r + CS . (5.28)
On alule ainsi la valeur V2 de l'obligation :
V2 =
1
1 +R
X . (5.29)
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En égalisant les valeurs V1 et V2, on obtient :
R =
r + q · LGD
1− q + q · (1− LGD) . (5.30)
L'équation 5.30 donne une relation, pour des valeurs annualisées, entre la probabilité
de défaut et les taux d'intérêt et la perte en as de défaut. Pour des périodes de
temps ∆t → 0 on poursuit le même raisonnement pour obtenir, voir Crouhy &
al[38℄ p. 413 :
R(t) =
r(t) + q(t) · LGD
1− q(t) + q(t) · (1− LGD) ; (5.31)
où R(t) et r(t) sont respetivement les taux d'atualisation instantanés risqués et
sans risque ; q(t) la probabilité instantanée de défaut. Or, dans le adre des modèles
d'intensité l'intensité de défaut (as général du proessus de Poisson non homogène),
λ(t) s'interprète omme la probabilité instantanée de défaut, e qui signie que
q(t) = λ(t).
On fait l'hypothèse que la perte en as de défaut LGD n'est pas dépendante du
temps. En eet, elle représente la part de la dette qui est perdue en as de défaut
et on peut raisonnablement penser que ette part ne varie pas selon que le défaut a
lieu un intervalle de temps d'un an ou dans un intervalle quelonque ∆t. On suppose
ensuite que le dénominateur de l'équation (5.31) tend vers 1 pour des valeurs q(t)
prohes de 0, si bien qu'on obtient une approximation linéaire et simple entre le taux
d'intérêt risqué et le taux sans risque :
R(t) = r(t) + λ(t) · LGD (5.32)
En fait, λ(t)LGD peut s'interpréter omme étant le taux de perte antiipé selon
l'hypothèse de neutralité au risque. C'est aussi le surplus de taux d'intérêt qui est
néessaire pour ompenser l'investisseur pour le risque de défaut appelé aussi spread
de rédit.
Cette relation est par ailleurs très intuitive : avant l'éhéane de la dette, l'investis-
seur exige un taux ourt terme supérieur au taux sans risque. Ce taux est d'autant
plus élevé que l'est l'intensité de défaut qui est une mesure du risque de défaut
instantané. Il est en outre inversement proportionnel au taux de reouvrement : en
eet, plus le taux de reouvrement est élevé, moins le risque est important et moins
la prime de risque exigée est importante.
5.4 Les spreads des Credit Default Swaps
Aujourd'hui, fae au manque de liquidité des marhés obligataires, les spreads des
Credit Default Swaps (CDS) sont de plus en plus employés omme alternative aux
spreads des obligations dans la reherhe empirique sur le risque de rédit. On rap-
pelle qu'un CDS est un ontrat par lequel l'aheteur s'engage à l'égard du vendeur
64 Chapitre 5. L'approhe des modèles à forme réduite
à verser une prime régulière ontre l'engagement pris par le vendeur, en as de dé-
faut sur un atif sous-jaent, de le dédommager de la perte subie sur et atif, voir
gure 5.4.
Aheteur
-Prime périodique
Vendeur
ﬀ
0 si non défaut
ﬀ
(Pair - reouvrement) si défaut
6
Créane sur sous-jaent
Fig. 5.4  Shéma du Credit Default Swap
La prime périodique est exprimée sur une base annuelle et représente une portion
du prinipal de la réane que l'aheteur de la protetion (du CDS) paie au vendeur.
Cette prime est appelée spread du CDS, est otée en points de base
1
par année
de la valeur notionnelle ou le prinipal du ontrat. Les paiements sont eetués en
général en 4 tranhes 'est-à-dire trimestriellement. Une augmentation de la prime
ou du spread indique une détérioration de la pereption de la qualité du rédit tandis
qu'une baisse indique l'amélioration de la pereption de la qualité du rédit.
Pour résumer, on peut dire qu'un CDS est tout simplement un ontrat d'assurane
ontre le risque de défaut et le spread du CDS est la prime annuelle d'assurane
exprimée en point de base du prinipal de la réane.
Par exemple, on suppose que le spread d'un CDS pour un ontrat de 5 ans sur
une obligation Novartis dont le prinipal est 10 millions de CHF est oté 20 points
de base. Cei signie que l'aheteur du CDS versera haque année (en 4 tranhes)
pendant 5 ans la somme de 20'000 CHF pour se ouvrir du risque de défaut de
Novartis.
Comme on pourrait le prévoir, le spread du CDS d'une réane est négativement lié à
son rating ou à sa qualité de rédit en général : plus la qualité de rédit est mauvaise,
plus le spread est élevé. En eet, le vendeur du CDS exige une prime d'autant
plus élevée que le sous-jaent est risqué. Cependant, Steiner & Heinke [144℄ ont
observé une asymétrie dans la relation rating-spread : l'augmentation du spread dû
à une dégradation du rating est plus forte que la diminution du spread due à une
amélioration du rating omme 'est le as aussi sur le marhé des obligations.
L'objetif prinipal du marhé des CDS est permettre aux institutions nanières de
se ouvrir fae au risque de défaut des entreprises ou des états, plus partiulièrement
1
Un point de base orrespond à un entième de pourent, soit 0.01%.
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au niveau des obligations qu'ils émettent. Il s'agit aujourd'hui d'un marhé en pleine
expansion dont le besoin s'est fait nettement ressentir après les faillites spetaulaires
d'ENRON et de l'État d'Argentine.
Il existe une relation d'équivalene théorique entre le spread du CDS et le spread de
l'obligation sous-jaente qui est l'exès de rendement de l'obligation par rapport aux
obligations sûres, ou obligations gouvernementales. Le spread du CDS à N années
est égal au spread de l'obligation sous-jaente de maturité N . Cei est le as pare
qu'un portefeuille onstitué de l'obligation et du CDS peut être onsidéré omme
une obligation sans risque de rédit de même maturité et valeur nominale. De e
fait, le rendement d'une obligation risquée diminué du spread du CDS doit être égal
au rendement d'une obligation sans risque de même maturité et valeur nominale.
Plusieurs travaux menés indépendamment ont validé ette égalité en partiulier sur
le long terme, voir par exemple Blano & al. [14℄, Zhu [153℄. Cependant à ourt
terme, Zhu observe des diérenes signiatives qu'il explique par le manque de
liquidité et la segmentation sur le marhé des obligations.
Les spreads des CDS sont une alternative intéressante aux spreads des obligations
dans la reherhe empirique pour une raison prinipale : l'utilisation des spreads
des CDS évite aux herheurs de faire des hypothèses sur le taux sans risque. En
eet, lorsque les spreads sont alulés à l'aide des rendements des obligations, il est
impératif de faire une hypothèse sur le taux sans risque pour que es rendements
puissent être onvertis en spreads. Il faut par ailleurs faire des ajustements pour tenir
ompte des maturités diérentes entre les obligations onsidérées et les obligations
sûres (ex : obligations de la Confédération Suisse).
5.4.1 Évaluation des Credit Default Swaps
Hull & White [91℄ ont développé un modèle relativement simple pour la valorisa-
tion d'un ontrat CDS qui protège l'aheteur du défaut d'une obligation sous-jaente
quelonque entre t = 0 et la maturité T du ontrat dans le adre des modèles d'in-
tensité du risque de défaut. Le spread du CDS s est le prix annuel de la protetion,
pour une valeur notionnelle que l'on xe à 1 unité. Ils font l'hypothèse que le défaut,
le taux sans risque ainsi que le taux de reouvrement sont indépendants. On s'inspire
ii des travaux de Hull & White [91℄ pour dériver la valeur du spread d'un CDS.
Soit :
T : La maturité du CDS
R : Le taux de reouvrement en as de défaut
τ : la date aléatoire du défaut
ti : les dates des paiements par l'aheteur de la protetion, ave i = 1, 2, . . . n.
Les paiements se font jusqu'à la maturité T ou jusqu'au défaut, si elui-i a
lieu avant la maturité. On a 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn = T
∆i : le temps en années entre deux dates de paiements, soit ∆i = ti − ti−1.
Pour un CDS dont les paiements sont trimestriels par exemple, on a ∆i = 0.25
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S(t) : la probabilité de survie à la date t
F (t) : Le fateur d'atualisation de tout ash ow perçu au au temps t.
s : le spread du CDS, déni en points de base par année de la valeur notionnelle.
Pour simplier, on suppose que le défaut ou la survie sont onstatés uniquement
aux dates de paiement de la prime. On note VF l'espérane mathématique de la
valeur atualisée des paiements xes payées par l'aheteur de la protetion. Celle-
i est égale à la valeur atualisée des primes payées au temps ti (étant donné le
non-défaut) :
VF = E
(
n∑
i=1
s ·∆i · F (ti) · 1τ>ti
)
; (5.33)
où
1τ>ti =
 1 si τ > ti0 sinon.
Sahant que E(1τ>ti) = S(ti), on réérit l'équation (5.33) omme suit :
VF =
n∑
i=1
s ·∆i · F (ti) · S(ti) .
On note VD la valeur atualisée du paiement dû par le vendeur de la protetion en
as de défaut du sous-jaent. À haque date ti, si l'on onstate le défaut du rédit,
l'aheteur de la protetion reçoit le montant (1 − R) (pour une valeur notionnelle
d'une unité). La valeur atuelle espérée de e montant pour tout ti avant la maturité
du ontrat de e paiement est donnée par :
VD = E
(
n∑
i=1
(1− R)F (ti)1τ≤ti
)
; (5.34)
où
1τ≤ti =
 1 si τ ≤ ti0 sinon.
Ii enore, on remplae E(1τ≤ti) par 1 − S(ti) et on érit l'équation (5.4.1) omme
suit :
VD =
n∑
i=1
(1− R) · F (ti) · (1− S(ti)) .
Dans l'hypothèse de neutralité fae au risque, le spread du CDS doit être tel que la
valeur atualisée des paiments VF est égale à la valeur atualisée du montant reçu
en as de défaut VD et le spread s du CDS est alors donné par :
s =
∑n
i=1(1− R) · F (ti) · (1− S(ti))∑n
i=1∆i · F (ti) · S(ti)
(5.35)
L'équation (5.35) montre que le spread du CDS reète les antiipations du marhé
sur le risque de rédit du sous-jaent jusqu'à la maturité du CDS.
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5.4.2 Des spreads des CDS à l'intensité de défaut : une rela-
tion simple
On suppose à présent que les paiements eetués par l'aheteur de la protetion
sont faits en temps ontinu. Cei signie qu'à haque instant t avant la maturité
du CDS, l'aheteur observe ou non le défaut instantané du sous-jaent et eetue
son paiement en as de non défaut. On obtient alors l'approximation suivante de
la valeur atualisée des primes payées et elle du paiement dû par le vendeur de la
protetion en as de défaut :
VˆF = s
∫ T
0
F (t) · (1− λt)dt ,
et
VˆD = (1− R)
∫ T
0
F (t) · λtdt .
On suppose de plus que l'intensité de défaut est onstante 'est-à-dire que le défaut
est modélisé omme étant le premier saut d'un proessus de Poisson homogène.
En égalisant VˆF et VˆD, on obtient la relation suivante entre le spread du CDS et
l'intensité de défaut :
s = (1− R)λ . (5.36)
Cette formule est similaire à l'équation (5.26) en e sens qu'elle ore une relation
linéaire entre le spread et l'intensité de défaut. L'intensité de défaut ainsi impliquée
par les spreads des CDS permet alors d'estimer la probabilité de de survie et de
défaut à haque horizon t à l'aide de l'équation :
Ŝ(t) = e−λ·t .
5.5 Extensions du modèle d'intensité
Sur les marhés obligataires, on observe qu'un rédit dont le rating est de la atégorie
d'investissement a une durée de survie espérée supérieure à elle d'un rédit dont le
rating appartient à une atégorie spéulative. De plus, ette espérane évolue ave
l'évolution de la notation du rédit.
Pour reproduire et état de fait, Jarrow et al. [95℄ ont développé un modèle qui
tient expliitement ompte du rating des rédits en tant qu'indiateur de la vrai-
semblane des défauts. Ce modèle est une extension et un ranement du modèle de
Jarrow & Turnbull [97℄ qui modélise la distribution de la durée de survie des
rédits via une haîne de Markov homogène et à temps ontinu dont les états sont
les ratings des rédits. D'autres extensions du modèle d'intensité ont été proposées.
Gagliardini & Gourieroux [68℄ modélisent le risque de rédit par un ensemble
de proessus markoviens ave des matries de transitions stohastiques. Cette spe-
iation a l'avantage d'étendre le modèle d'intensité standard en onsidérant plus
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que deux états 'est-à-dire en prenant aussi en ompte les hangement de ratings.
Ils développent une méthodologie pour estimer le nombre de fateurs qui inuenent
les transitions et expliquent omment utiliser leur modèle pour prédire le risque de
rédit d'un emprunteur. On ite enn un travail réent de Cariboni & Shou-
tens [27℄ qui étudient des modèles de risque de rédit où le défaut est modélisé à
l'aide de proessus stohastiques à sauts autres que le proessus de Poisson.
Troisième partie
La dépendane des défauts
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Les soures de dépendane
La deuxième partie de e travail examinait les approhes quantitatives du risque
de défaut. Il s'agissait de présenter les prinipaux modèles utilisés pour estimer les
probabilités de défaut des rédits individuels. Néanmoins, au niveau du portefeuille,
les probabilités de défaut des rédits individuels susent à déterminer la distribution
des pertes du portefeuille seulement en as d'indépendane entre les rédits. En
eet, la variation de la valeur d'un portefeuille de rédits résulte des réalisations des
événements de rédit aetant haque rédit ainsi que des dépendanes entre tous
es événements.
Les dernières années ont onnu un intérêt grandissant pour le développement des
modèles adéquats pour la dépendane des défauts. Cet intérêt fait partie du dévelop-
pement général vers une gestion ative du risque de rédit des banques et d'autres
institutions nanières. On reonnaît globalement qu'à moins que l'exposition soit
exeptionnellement grande, les défauts individuels n'aetent pas de manière signi-
ative le risque de rédit d'un portefeuille. Cependant, lorsqu'il y a des dépendanes
fortes et systématiques, même un portefeuille ontenant un grand nombre de petits
rédits peut être fortement risqué.
Dans le but de protéger les portefeuilles de prêts et d'obligations du risque de ré-
dit, plusieurs nouveaux produits dérivés de rédit dont les revenus dépendent des
défauts d'ensemble des rédits ou d'obligations ont été développés. Les prinipaux
exemples sont les dérivés portant sur un panier de rédits : Collateralized Debt Obli-
gations(CDO), Collateralized Loan Obligations(CLO), et Collateralized Bond Obli-
gations(CBO). Ces dérivés, ativement transigés sur les marhés naniers sur une
base journalière, néessitent pour leur évaluation, des modèles ohérents pour les
dépendanes de défaut.
Les événements de rédit 'est-à-dire les améliorations ou dégradations de la qualité
de rédit, essentiellement le défaut (mesuré par la probabilité de défaut PD) dé-
terminent la valeur d'un portefeuille de rédits. D'autres éléments qui déterminent
la distribution de valeur d'un portefeuille de rédits sont la perte en as de défaut
(LGD) elle-i dépendant du taux de reouvrement et de l'exposition au moment
du défaut (EAD), voir setion 3.1. Tous es éléments de risque qui déterminent le
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risque de rédit d'un portefeuille et qui sont utiles à la détermination de la distri-
bution des pertes du portefeuille ne sont à priori pas indépendants entre eux pour
deux types de raisons (voir de Servigny & Renault [42℄ p. 168) :
 Les raisons spéiques au seteur. Les rédits peuvent être aetés par des
hos setoriels. En eet, étant donné que les rmes émettries de rédits
opèrent sur ertains seteurs, elles sont sujettes à des hos qui touhent es
seteurs. Ces hos setoriels, omme par exemple une augmentation du prix
des matières premières, vont aeter les probabilités de migration du rédit en
général de tout un ensemble de rédits.
 Les onditions maroéonomiques générales. L'expansion ou la réession, les
modiations des taux d'intérêt, des taux de hange aetent toutes les rmes
à des degrés diérents.
Tenir ompte de la dépendane entre les rédits revient à onsidérer, en plus du
risque spéique de haque rédit, le risque systématique déni omme le risque
supplémentaire du portefeuille qui résulte de l'exposition des rédits à des fateurs
de risque ommuns. C'est pour ette raison que la modélisation et l'estimation de
la dépendane des rédits néessite l'identiation de es fateurs de risque qui sont
de nature systématique. Selon les modèles et les données disponibles, es fateurs
pourront êtres identiés (fateurs maroéonomiques ou setoriels) ou alors ils seront
supposés latents ou non observables.
Au niveau d'un rédit individuel, il y a souvent un lien entre la probabilité de défaut
et l'exposition en as de défaut. Cei est notamment le as lorsque l'emprunteur
a la possibilité d'aroître l'exposition lorsque sa situation nanière se détériore.
La valeur des garanties par exemple, qui sont un élément déterminant le taux de
reouvrement et par onséquent l'exposition en as de défaut n'est pas indépendante
du défaut lui-même. En fait, la valeur de bon nombre de garanties dépend, de manière
plus ou moins direte, de la valeur des atifs de l'emprunteur et es garanties perdent
par onséquene une grande partie de leur valeur en as de défaut.
Au niveau du portefeuille, il devrait exister d'une part une dépendane entre tous
les événements de rédit des rédits individuels et d'autre part entre les pertes en as
de défauts. En onséquene, e sont trois atégories de dépendanes qu'il faudrait
étudier :
1. La dépendane entre les événements de rédit 'est-à-dire entre les migrations
des rédits individuels ;
2. La dépendane entre les pertes en as de défaut qui inlue la dépendane des
expositions et la dépendane des taux de reouvrement des rédits et enn ;
3. La dépendane entre les événements de rédits et les pertes en as de défaut.
En pratique, l'absene ou le aratère inomplet des données disponibles pour l'esti-
mation de toutes es dépendanes ontraint à onsidérer ertains éléments du risque
omme non aléatoires et par onséquent indépendants des réalisations des autres
fateurs de risque. Les hypothèses les plus ourantes sont alors :
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 Les pertes en as de défaut sont indépendantes entre emprunteurs.
 Les pertes en as de défaut sont indépendantes des événements de rédits.
En plus de es deux hypothèses, on se bornera dans e travail à onsidérer un modèle
de défaut, sans prendre en ompte les migrations de rédit. La seule dépendane à
étudier et à estimer sera don la dépendane des défauts des diérents rédits du
portefeuille.
La dépendane statistique entre deux variables est un onept qui veut apturer
le fait que la probabilité jointe de deux événements n'est en général, pas le pro-
duit des probabilités des événements pris individuellement. Le hapitre 7 abordera
un des aspets de la dépendane entre variables aléatoires, la orrélation linéaire.
Ensuite, dans les hapitres 8 à 11 on introduira les fontions opules qui sont des
outils permettant de modéliser la dépendane entre variables aléatoires de manière
exhaustive.
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Chapitre 7
La orrélation des défauts
Le oeient de orrélation onstitue une mesure partiulière du onept plus géné-
ral de dépendane stohastique puisqu'il ne apture que la dépendane linéaire entre
variables aléatoires. Cependant la notion de orrélation jouit d'un statut privilégié
dans la nane moderne en raison de son rle entral en gestion de portefeuille (voir
Markowitz [112℄). Son usage omme mesure de dépendane entre diérents ins-
truments naniers est fondé sur l'hypothèse des rendements suivant une distribution
normale multivariée. À partir de ette hypothèse, la séletion d'un portefeuille op-
timal devient possible, ar à ette ondition, non-orrélation et indépendane sont
équivalents.
Dans les modèles de risque de rédit, la orrélation des défauts est alulée de ma-
nière diérente selon l'approhe hoisie pour modéliser le défaut. Dans l'approhe
struturelle du risque de défaut (voir hapitre 4), le défaut d'un rédit à la date t
survient dès que la valeur de marhé des atifs de la rme passe sous un ertain
seuil déterminé par le niveau global de la dette ontratée. Pour un horizon quel-
onque, le défaut d'un rédit est modélisé par une variable de Bernoulli prenant ses
valeurs dans {0, 1} où 0 indique le non-défaut et 1 indique le défaut. La orrélation
des défauts sera la orrélation de variables de Bernoulli, omme on le verra à la
setion 7.1.
Dans le as des modèles réduits, le défaut est onsidéré omme le saut d'un proessus
de Poisson (voir hapitre 5). Ces modèles mettent l'aent sur une variable aléatoire
ontinue, la durée de survie d'un rédit, dont la distribution aratérise le risque
de défaut d'un rédit. Pour modéliser la dépendane entre deux rédits, on reourt
à la orrélation des durées de survie de es deux rédits que l'on introduira à la
setion 7.2.
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7.1 La orrélation des défauts dans les modèles stru-
turels
Cette setion s'inspire du hapitre 2 de Bluhm & al [15℄ qui onsidèrent un por-
tefeuille de m rédits dont haque rédit i = 1, . . . , m admet, à la période t = 0, un
ertain rating Ri ∈ E = {0, . . . , d}, selon la qualité de la solvabilité de l'émetteur
de e rédit. E représente l'ensemble des états de rating possibles et d signie l'état
de défaut. Une dégradation ou une amélioration de la solvabilité peut onduire à un
hangement de rating si bien que le rating Ri,t du rédit i à une date future t est
modélisé par une variable aléatoire disrète qui prend ses valeurs dans l'ensemble
{0, . . . , d}.
Puisque l'intérêt porte sur la orrélation des défauts, et pour réduire la omplexité
du problème, l'éventail des ratings est réduit à deux états qui sont le défaut et la
survie de haque rédit. La survie signie le non défaut, 'est-à-dire que le rating à
l'horizon hoisi est diérent de d. On obtient par onséquent une nouvelle variable
aléatoire Li,t ∈ {0, 1} qui dérit, à un horizon donné t le défaut ou la survie du rédit
i. Dans plusieurs modèles de risque de rédit, l'horizon hoisi est d'un an et on note
tout simplement ette statistique Li. La variable aléatoire Li est une variable de
Bernoulli et est appelée statistique de perte. Elle est égale à 0 en as de survie du
rédit i, et à 1 en as de défaut :
Li(Ri) = 1{d}(Ri) =
 1 si Ri = d ;0 si Ri 6= d . (7.1)
Soit pi la probabilité de défaut pour haque rédit i = 1, . . . , m du portefeuille. Alors
la statistique de perte suit une distribution de Bernoulli Li ∼ B(1; pi) dont les deux
premiers moments sont :
E(Li) = pi et Var(Li) = pi(1− pi) . (7.2)
Un portefeuille de rédits est dérit dans e ontexte omme une olletion de m
rédits provenant de m débiteurs diérents. Pour haque débiteur, deux sénarios
sont envisagés au bout de l'horizon d'un an : en as de défaut, la statistique de
perte Li est égale à 1 et en as de survie, la statistique de perte est égale à 0. Au
niveau du portefeuille, le veteur L = (L1, . . . , Lm)
′
est appelé statistique de perte
du portefeuille.
La perte absolue du portefeuille L respetivement le pourentage de perte du porte-
feuille noté l sont dénis omme :
L =
m∑
i=1
Li respetivement l =
L
m
. (7.3)
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Lorsqu'on suppose une probabilité de défaut identique pi = p pour tous les rédits
du portefeuille et une parfaite indépendane entre les débiteurs, on obtient :
Li ∼ B(1; p) pour i = 1, . . . , m et (Li)i=1,...,m indépendants .
Pour e as partiulier, la perte absolue L est une somme de variables de Bernoulli
indépendantes et identiquement distribuées et suit par onséquent une distribution
binomiale de paramètres m et p.
Lorsque les rédits sont indépendants mais que haque rédit i a une probabilité de
défaut pi, on obtient les deux premiers moments de perte absolue :
E(L) =
m∑
i=1
pi et Var(L) =
m∑
i=1
pi(1− pi) . (7.4)
L'hypothèse d'indépendane entre les débiteurs, don entre les défauts des rédits
n'est évidemment pas réaliste. Les débiteurs ne sont pas indépendants, et la ova-
riane entre deux statistiques de perte Li et Lj s'érit :
Cov(Li, Lj) = E((Li − pi)(Lj − pj))
= E(Li · Lj)− pipj
= pij − pipj ; (7.5)
où pij est la probabilité jointe de défaut. La orrélation entre les statistiques de perte
Li et Lj ou la orrélation des défauts des rédits i et j est don égale à :
ρij =
E(LiLj)− E(Li)E(Lj)√
Var(Li)Var(Lj)
=
pij − pi · pj√
pi(1− pi)pj(1− pj)
. (7.6)
Toute la problématique se situe au niveau du alul de la probabilité jointe de défaut
qui est la onséquene de la dépendane entre les défauts. On peut dire intuitivement
que plus les rédits sont dépendants, 'est-à-dire leurs débiteurs dépendants, plus la
probabilité jointe de défaut est élevée. C'est par exemple le as pour des débiteurs
opérant dans un même seteur de marhé. A l'inverse, plus les débiteurs sont éloignés
éonomiquement et/ou géographiquement, plus la probabilité qu'ils fassent défaut
simultanément est faible.
Pour modéliser la dépendane entre les défauts, la méthodologie utilisée est em-
pruntée à Joe [98℄ p. 209 et ss qui onsidére les probabilités de défaut elles-mêmes
omme des variables aléatoires. Il s'agira alors de modéliser la dépendane entre les
probabilités de défaut. En eet, les probabilités de défaut des rédits sont détermi-
nées par des fateurs de risque à savoir des raisons spéiques aux émetteurs, des
raisons spéiques au seteur ou enore des onditions maroéonomiques générales.
Ces fateurs de risque peuvent être représentés par des variables aléatoires omme
par exemple le taux d'intérêt, le prix du pétrole et. Les probabilités de défaut qui
sont une onséquene de es fateurs de risque doivent être par onséquent elles
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aussi des variables aléatoires. C'est d'ailleurs la raison pour laquelle les probabilités
de défaut ne sont pas stables dans le temps.
Dans ette optique, pour un portefeuille de m rédits, on représente les probabilités
de défaut des rédits individuels par les variables aléatoires P1, . . . , Pm qui forment
un veteur aléatoire P pour le portefeuille. On parle alors de modèle général
mixte de Bernoulli, voir Bluhm & al [15℄ p.58 et ss. On suppose que P dont
le veteur p = (p1, . . . , pm)
′
est une réalisation suit une distribution F ayant son
support dans [0, 1]m :
P = (P1, . . . , Pm) ∼ F ,
F :
{
[0, 1]m → [0, 1]
(p1, . . . , pm)
′ 7→ F (p1, . . . , pm) = P (P1 ≤ p1, . . . , Pm ≤ pm)
(7.7)
La dépendane entre les défauts sera entièrement dérite par la fontion F . Chaque
réalisation p = (p1, . . . , pm)
′
du veteur P inorpore la dépendane entre les défauts
en e sens que les probabilités de défaut s'inuenent les unes les autres. Par exemple,
si deux rédits i et j du portefeuille sont dépendants, ei se traduira par une pro-
babilité jointe de défaut qui sera supérieure au produit des probabilités individuelles
de défaut. Nous verrons par ailleurs à la sous-setion 7.1.2 que la ovariane entre
deux statistiques de perte est égale à la ovariane entre les deux variables aléatoires
qui représentent les probabilités de défaut y assoiées. La sous-setion 7.1.3 donnera
une spéiation de la fontion F , elle utilisée par le modèle CreditMetrisTM.
7.1.1 Distribution de haque statistique de perte
Pour une réalisation p = (p1, . . . , pm)
′
du veteur P , on a la distribution ondition-
nelle suivante de haque statistique de perte :
Li|Pi=pi ∼ B(1; pi) .
On réérit ette expression de la manière suivante :
P (Li = li|Pi = pi) = plii (1− pi)1−li ave li ∈ {0, 1} . (7.8)
Lorsque la distribution de Pi est disrète, la gure 7.1 représente les réalisations
possibles de Pi ainsi que la distribution de la statistique de perte assoiée à haque
réalisation. Le théorème des probabilités totales donne dans e as :
P (Li = li) =
n∑
k=1
P (Li = li|Pi = pi,k) · P (Pi = pi,k)
=
n∑
k=1
plii,k(1− pi,k)1−li · P (Pi = pi,k) . (7.9)
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PSfrag replaements
Pi
pi,1
pi,2
pi,n
Li ∼ B(1; pi,1)
Li ∼ B(1; pi,2)
Li ∼ B(1; pi,n)
Fig. 7.1  Distribution onditionnelle de haque statistique de perte
Lorsque la distribution de haque Pi est ontinue, la version ontinue du théorème
des probabilités totales donne la distribution non onditionnelle des statistiques de
perte Li :
P (Li = li) =
∫
[0,1]
plii (1− pi)1−lidFi ; (7.10)
où Fi désigne la distribution de Pi.
Dans e as, les deux premiers moments de haque Li, i = 1, . . . , m sont :
E(Li) = 0 · P (Li = 0) + 1 · P (Li = 1)
= 0 ·
∫
[0,1]
p0i (1− pi)1−0dFi + 1 ·
∫
[0,1]
p1i (1− pi)1−1dFi
= E(Pi) (7.11)
et
Var(Li) = Var(E(Li|P )) + E(Var(Li|P ))
= Var(Pi) + E(Pi(1− Pi))
= E(Pi)(1− E(Pi)) . (7.12)
7.1.2 Distribution jointe des statistiques de perte
On suppose maintenant que onditionnellement à une réalisation de p du ve-
teur aléatoire P , les variables L1, . . . , Lm sont indépendantes. La distribution jointe
onditionnelle des statistiques de perte est don donnée par :
P (L1 = l1, . . . , Lm = lm|P = (p1, . . . , pm)′) =
m∏
i=1
plii (1− pi)1−li . (7.13)
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La distribution jointe non onditionnelle des Li ou la distribution du veteur L est
par onséquent :
P (L1 = l1, . . . , Lm = lm) =
∫
[0,1]m
m∏
i=1
plii (1− pi)1−lidF , (7.14)
où li ∈ {0, 1} et F est la fontion de répartition du veteur P .
De manière plus générale, la distribution jointe des statistiques de pertes et en-
tièrement dénie par la distribution multivariée F de P omme le montre l'équa-
tion (7.14).
La distribution jointe des deux statistiques est en fait une marge à deux dimensions
de la distribution jointe du veteur L :
P (Li = li, Lj = lj) =
∫
[0,1]2
plii (1− pi)1−lipljj (1− pj)1−ljdFi,j ;
où li, lj ∈ {0, 1} et Fij est la distribution du veteur (Pi, Pj)′.
La ovariane entre deux statistiques de perte est donnée par :
Cov(Li, Lj) = E(LiLj)− E(Li)E(Lj) . (7.15)
La variable aléatoire LiLj prend aussi ses valeurs dans l'ensemble {0, 1} et on obtient
la valeur 1 lorsque Li et Lj sont simultanément égaux à 1 et prend la valeur 0 sinon.
Cei implique que l'espérane mathématique de LiLj est égale à la probabilité que
Li et Lj soient égaux à 1 'est-à-dire :
E(LiLj) = P (Li = 1, Lj = 1) =
∫
[0,1]2
pipjdFi,j = E(PiPj) . (7.16)
A partir des équations (7.15), (7.16) et (7.11), on obtient l'expression suivante de la
ovariane entre deux statistiques de pertes individuelles :
Cov(Li, Lj) = Cov(PiPj) . (7.17)
On obtient nalement la orrélation des défauts du modèle général mixte de
Bernoulli :
Corr(Li, Lj) =
Cov(Pi, Pj)√
E(Pi)(1− Pi)
√
E(Pj)(1− Pj)
. (7.18)
Les équations (7.17) et (7.18) montrent que la ovariane entre les statistiques de
perte du portefeuille est entièrement dérite par la struture de ovariane des pro-
babilités de défaut.
Les diérents modèles de risque de rédit hoisissent des diérentes spéiations
pour la fontion F . Dans la sous-setion suivante, on verra que CreditMetrisTM
utilise la orrélation des rendements des atifs omme approximation de la orréla-
tion des défauts, et que le modèle hoisi pour la fontion F de l'équation (7.14) est
simplement une distribution normale dont le paramètre est la matrie de orrélation
des rendements des atifs.
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7.1.3 La orrélation des défauts selon CreditMetris
TM
Comme on l'a vu à la setion 4.5, CreditMetris
TM
est un modèle struturel en e
sens qu'il relie le défaut d'un rédit i à l'horizon t à la valeur des atifs orrespondant
à et horizon. La valeur des atifs, notée Ait est omparée à un seuil ritique Ci de
façon que le rédit fait défaut à la n de la période [0, t] si et seulement si Ait ≤ Ci.
C'est ette même approhe qui est utilisée par Moody's KMV, voir setion 4.4.
Pour haque rédit i = 1, . . . , m, la valeur des atifs Ait est onsidérée omme une
variable latente qui détermine l'événement de défaut. La statistique de perte s'érit
par onséquent :
Li(A
i
t) = 1{Ait≤Ci} =
{
1 si Ait ≤ Ci
0 si Ait > Ci
(7.19)
On obtient par onséquent :
Li ∼ B(1;P (Ait < Ci)) . (7.20)
CreditMetris
TM
fait l'hypothèse que la valeur des atifs dépend d'un ensemble de
fateurs reétant des inuenes setorielles et régionales, qui de e fait, déterminent
le futur éonomique de la rme. Cei est implémenté par la modélisation du log-
rendement des atifs Xi = ln
(
Ait
Ai0
)
par une distribution normale. Soit alors Zi le
log-rendement standardisé tel que Zi ∼ N(0, 1). Pour haque rédit i = 1, . . . , m,
CreditMetris
TM
fait l'hypothèse supplémentaire que Zi est une fontion linéaire
d'un fateur omposite Ψi qui est une moyenne pondérée des indies setoriels et
régionaux.
Zi = βiΨi + εi; i = 1, . . . , m ; (7.21)
où εi est la variation du rendement due à des fateurs spéiques à la rme (voir
Bluhm & al [15℄ p. 47). Le oeient βi reète la sensibilité du log-rendement
standardisé aux hangements de valeur du fateur omposite Ψi. On a alors :
Zi ∼ N(0, 1) , Ψi ∼ N(0, 1) , et εi ∼ N(0, 1− β2i ) . (7.22)
La orrélation entre les rendements des atifs est alors exlusivement apturée par
la orrélation entre les diérents fateurs setoriels et régionaux. Les fateurs spé-
iques sont supposés indépendants parmi les rmes et indépendants des fateurs
setoriels et régionaux.
On est maintenant en mesure de réérire l'expression de la statistique de perte de
l'équation (7.20) de la manière suivante :
Li = 1{Zi≤ci} ∼ B(1;P (Zi < ci)) , (7.23)
où ci est le seuil de défaut orrespondant au seuil Ci après la transformation de A
i
t
par Zi.
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L'horizon d'évaluation de CreditMetris
TM
est d'une année si bien que la probabilité
annuelle de défaut pour le rédit i s'érit pi = P (Zi < ci). Puisque Zi suit une
distribution normale standardisée, on obtient le seuil de défaut pour le rendement
annuel standardisé :
ci = Φ
−1(pi) , (7.24)
où Φ−1 est l'inverse de la fontion de répartition de la loi normale entrée réduite.
En utilisant la relation de l'équation (7.21), la ondition de défaut Zi < ci équivaut
à
εi < ci − βiΨi . (7.25)
Soit ε˜i la variable aléatoire obtenue par standardisation de ε de manière à avoir une
variane unitaire. On obtient, ave l'équation (7.24) la ondition de défaut suivante :
ε˜i <
Φ−1(pi)− βiΨi√
1− β2i
; ε˜i ∼ N(0, 1) . (7.26)
Pour une réalisation ψi du fateur omposite Ψi, on obtient nalement la représen-
tation suivante de la probabilité annuelle de défaut du rédit i onditionnellement
au fateur omposite Ψi = ψi :
pi(ψi) = P
(
ε˜i <
Φ−1(pi)− βiψi√
1− β2i
)
= Φ
(
Φ−1(pi(ψi))− βiψi√
1− β2i
)
. (7.27)
En résolvant ette équation on obtient l'expression de la probabilité annuelle de
défaut en fontion du fateur omposite ψi :
pi(ψi) = Φ
(
βiψi
1−
√
1− β2i
)
= Φ(ci) , (7.28)
d'après l'équation (7.24). On remarque que le seuil de rendement standardisé dé-
lenhant le défaut ci dépend de la réalisation du fateur omposite ψi.
Étant donné Ψi = ψi, la distribution onditionnelle de la statistique de perte pour
le rédit i s'érit :
P (Li = li) = pi(ψi)
li(1− pi(ψi))1−li , (7.29)
où li ∈ {0, 1} et pi(ψi) est donné par l'équation (7.28). Par exemple, on a
P (Li = 1) = pi(ψi) = Φ
(
βiψi
1−
√
1− β2i
)
= Φ(ci) .
Dans le as de CreditMetris
TM
, la distribution non onditionnelle pour haque
statistique de perte est donnée par l'équation (7.10) où pi est remplaée par pi(ψi)
et la fontion Fi a la spéiation suivante :
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Fi ≡ Φ
(
βiψi
1−
√
1− β2i
)
Au niveau du portefeuille, la distribution jointe non onditionnelle des statistiques
de perte est donnée par l'équation (7.14) où la fontion F est donnée par :
F ≡ Φ(c1, . . . , cm;ρ) ; (7.30)
aveΦ dénote la fontion de répartition de la loi normale multivariée àm dimensions,
ci ≡ βiψi
1−
√
1−β2i
et ρ = [ρij ], 1 ≤ i, i ≤ m est la matrie de orrélation des rendements
standardisés X˜i. La spéiation de la fontion F permet de aluler la probabilité
jointe de défaut, input néessaire au alul des orrélations des défauts. Le doument
tehnique de CreditMetris
TM
, Gupton & al [83℄ propose une illustration du alul
de la orrélation des défauts selon CreditMetris
TM
. Celui-i se fait en trois étapes :
 Pour deux rédits i et j d'un portefeuille, les probabilités individuelles an-
nuelles pi et pj de défauts sont estimées par la matrie de transition (voir
setion 4.5). Les seuils de défaut du log-rendement standardisé ci et cj sont
obtenus à l'aide de l'équation (7.24).
 Le défaut joint des deux rédits survient dès que les log-rendements standar-
disés passent simultanément sous les seuils respetifs :
pij = P (Li = 1, Lj = 1) = P (Z˜i < Φ
−1(pi), Z˜j < Φ
−1(pj))
= Φ2(ci, cj, ρ) ,
où Φ2 est la fontion de répartition bivariée de la loi normale standardisée et
ρ est la orrélation des rendements
 Enn, la orrélation des défauts est alulée par l'équation (7.6).
La orrélation des défauts selon le modèle de Bernoulli est une orrélation entre deux
variables aléatoires disrètes dihotomiques qui dérivent le défaut ou la survie des
rédits à un horizon annuel. C'est pour ette raison que Li [107℄ parle de orrélation
disrète des défauts. Pour Li [107℄, le hoix d'un horizon partiulier omme un
an est plus ou moins arbitraire et le rattahement de la orrélation des défauts à un
intervalle de temps partiulier omporte deux désavantages.
Premièrement, le défaut est une issue qui est dépendante du temps en e sens qu'il
peut être lié à l'âge d'un rédit, depuis son émission. Li [107℄ donne omme exemple
la survie ou le déès d'un être humain. Pour un homme âgé de 50 ans aujourd'hui,
la probabilité annuelle de survie est environ de 0.9957 selon les tables de mortalité
pour la Suisse. Cependant, la probabilité annuelle de survie de ette même personne
au bout de 50 ans est presque nulle, le déès de ette personne au bout de 50 ans
étant un événement quasi sûr !
Puisque le défaut est lié à l'âge des rédits, alors la orrélation des défauts sera elle
aussi dépendante de l'âge des rédits. Considérons ette fois deux personnes âgées de
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50 ans qui forment un ouple. Si on onsidère la probabilité annuelle jointe de survie
du ouple, on peut dire intuitivement que la orrélation entre les deux événements
que haun déède dans une année est faible. Par ontre, la orrélation entre les
deux événements disrets que haun déède dans 100 ans est 1.
Deuxièmement, pour l'évaluation de ertains dérivés de rédit qui portent sur plu-
sieurs rédits sous-jaents, la orrélation à un an n'est pas susante. En eet, es
dérivés ont souvent éhéane qui tombe en dehors de l'intervalle de temps d'une
année. Ce qu'il faudrait, dans ette situation, est un onept de orrélation qui per-
mettrait de aluler une orrélation des défauts à un horizon quelonque. La setion
suivante dérit un onept de orrélation plus général que la orrélation disrète des
défauts.
7.2 La orrélation des défauts dans les modèles ré-
duits
Dans le adre de l'approhe par les modèles à forme réduite du défaut, en partiulier
le modèle d'intensité (voir hapitre 5), on ne s'intéresse pas aux auses ou aux raisons
éonomiques du défaut qui est envisagé omme un événement exogène et imprévi-
sible. Ces modèles présentent le défaut omme le saut d'un proessus stohastique
de Poisson en temps ontinu {X(t); t ≥ 0}.
Dans le as partiulier d'un proessus de Poisson homogène, la probabilité de défaut
du rédit i = 1, ..., m à la date t est alors donnée par :
pti = P (Xi(t) ≥ 1) = 1− e−λit , (7.31)
où λi est l'intensité de défaut du rédit i ou le paramètre du proessus de Poisson.
On s'intéresse ii non pas à la variable X(t), à la durée durée de survie τi du
rédit i (voir setion 5.2). Soit la fontion de répartition Fi de la durée de survie τi.
La probabilité que la durée de survie soit inférieure à t ou la probabilité de défaut
du rédit i à l'horizon t est donnée par :
Fi(t) = P (τi ≤ t) . (7.32)
Au niveau du portefeuille, la aratérisation du défaut à l'aide d'une variable indi-
atrie permet de dénir une statistique de perte à haque instant, si bien la gestion
du risque de rédit peut se faire de manière ontinue. Pour haque rédit i, on dénit
au temps t la statistique de perte Li,t omme suit :
Li,t = 1{τi≤t} =
 1 si τi ≤ t ;0 sinon . (7.33)
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Soient pti = P (τi ≤ t) = P (Li,t = 1), ptj = P (τj ≤ t) = P (Lj,t = 1) et ptij = P (τi ≤
t, τj ≤ t) = P (Li,t = 1, Lj,t = 1). Alors, la orrélation entre deux statistiques de
perte Li,t et Lj,t est donnée par :
ρtij = Corr(Li,t, Lj,t) =
ptij − ptiptj√
pti(1− pti)ptj(1− ptj)
, (7.34)
Comme alternative à la orrélation des statistiques de perte de l'équation (7.34),
Li [107℄ propose la orrélation des durées de survie omme mesure de dépen-
dane entre les défauts des rédits d'un portefeuille. Cette oneption de la orré-
lation a l'avantage d'être plus générale que la orrélation des statistiques de perte
puisqu'elle n'est pas rattahée à un horizon de temps déni. En eet, lorsque deux
rédits i et j sont indépendants, la date d'ourrene du défaut du rédit i n'a au-
une inuene sur la date d'ourrene du défaut du rédit j. Cei implique que
les deux durées de survie τi et τj sont indépendantes et que la probabilité jointe de
défaut à un horizon t quelonque est :
P (τi ≤ t, τj ≤ t) = P (τi ≤ t) · P (τj ≤ t) .
Pour deux rédits i et j, la orrélation des durées de survies est donnée par :
ρij =
Cov(τi, τj)√
Var(τi)Var(τj)
=
E(τiτj)− E(τi)E(τj)√
Var(τi)Var(τj)
. (7.35)
En outre, lorsqu'on a les fontions de répartition Fi et Fj des durées de survie
respetives τi et τj et la fontion de répartition jointe Fij de deux durées de survies
τi et τj, on peut aluler la orrélation des statistiques de perte à n'importe quel
horizon.
Pour un horizon t = 1 année, on dénit les événements suivants :
E1i = {τi < 1} ,
E1j = {τj < 1} ,
où l'événement E1i signie que la durée de survie du rédit i est inférieure à un an.
Cei veut dire que le défaut va survenir dans le ourant de l'année. La orrélation des
statistiques de perte des rédits i et j à un horizon d'un an est selon l'équation (7.6) :
ρ1ij =
p1ij − p1i · p1j√
p1i (1− p1i )p1j(1− p1j)
;
où
p1i = P (E
1
i ) p
1
j = P (E
1
j ), p
1
ij = P (E
1
i ∩ E1j ) .
Par ontre, lorsqu'on a la orrélation des statistiques de perte sur une année, il est
impossible d'en déduire la orrélation des durées de survie.
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Pour modéliser la dépendane entre les défauts, on reourt omme dans le as des
modèles struturels, à la méthodologie de Joe [98℄ p. 209. Dans le ontexte des
modèles d'intensité, les probabilités de défaut dépendent des intensités de défaut,
voir équation (7.31). Pour haque rédit i, on onsidère que l'intensité de défaut est
une variable aléatoire Λi dont les réalisations possibles sont λi,1, λi,2 . . . et la fontion
de répartition Fi.
Étant donné une réalisation partiulière λi de la variable Λi, la distribution de la
statistique de perte Lti est donnée par :
P (Lti = li|Λi = λi) = (1− e−λit)︸ ︷︷ ︸
pti
li (e−λit)︸ ︷︷ ︸
1−pti
1−li
ave li ∈ {0, 1} . (7.36)
La distribution non onditionnelle de la statistique de perte est :
P (Lti = li) =
∫
[0,∞]
(1− e−λit)li(e−λit)1−lidFi . (7.37)
On fait ensuite l'hypothèse que la seule soure de orrélation entre les durées de
survie est la orrélation entre les intensités. On dit alors que le modèle d'intensité
est un modèle de défaut doublement stohastique (voir Jarrow, Lando & Yu [96℄)
puisqu'il fait l'hypothèse que les défauts sont indépendants onditionnellement aux
réalisations des intensités de défaut. Sous ette hypothèse, la distribution jointe de la
statistique de perte du portefeuille est alulée pour haque instant t de la manière
suivante :
P (Lt1 = l1, . . . , L
t
m = lm) =
∫
[0,∞]m
m∏
i=1
plii (1− pi)1−lidF , (7.38)
où li ∈ {0, 1}, pi = P (τi ≤ t) = 1 − e−λit et F est la fontion de répartition du
veteur des intensités Λ = (Λ1, . . . ,Λm). Pour les appliations de e modèle, il est
indispensable de modéliser la distribution jointe des intensités F et d'en estimer les
paramètres à l'aide de données observables sur le marhé, omme par exemple les
données sur les spreads.
7.3 Déienes de la orrélation
Comme on l'a mentionné au début de e hapitre, la orrélation est la mesure de
dépendane la plus utilisée en nane. Il est don ommun en nane d'utiliser la
orrélation omme terme générique pour parler de dépendane. Néanmoins, même
si la orrélation des défauts, telle que dénie par les équations 7.6, 7.34 et 7.35
donne une idée de la dépendane entre deux rédits, elle ne permet pas de déduire
la distribution de la statistique de perte du portefeuille. En eet, la orrélation
est insusante pour dérire toute la struture de dépendane, sauf lorsqu'on fait
l'hypothèse de la distribution normale, omme le fait CreditMetris
TM
.
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Certaines propriétés de la orrélation font ressortir non seulement son insusane
mais aussi son inadéquation dans ertains as en tant que mesure de dépendane.
Ces propriétés seront revisitées plus en détails à la setion 9.2.3.
 Les équations (7.6) et (7.35) montrent que la orrélation n'est dénie que si
les varianes sont nies.
 Deux variables aléatoires parfaitement dépendantes peut avoir une orrélation
prohe ou égale à 0.
 La orrélation n'est par une mesure invariante pour des transformation mono-
tones de variables aléatoires.
 Plusieurs distributions bivariées peuvent avoir les même marges, la même or-
rélation et avoir une forme diérente.
Ces propriétés font de la orrélation une mesure partielle et insusante de la dé-
pendane. La orrélation n'est qu'une mesure de dépendane linéaire et n'exprime
pas les autres formes de dépendane. Pour dérire toute la struture de dépendane
entre deux variables aléatoires, les statistiiens reourent atuellement de plus en
plus aux fontions opules qui sont l'objet des hapitres suivants.
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Chapitre 8
Les fontions opules
Dans le Petit Robert, la dénition du mot opule est la suivante : mot issu
du mot latin opula qui signie lien, haîne, union. Le onept de opule a été
introduit en Statistique par Sklar en 1959 pour résoudre un problème de probabilité
énoné par Fréhet. À ette époque, Sklar et Shweizer travaillent sur les
espaes métriques aléatoires qui sont une généralisation de l'espae métrique usuel
introduit par Fréhet en 1906. Un espae métrique onsiste en un ensemble S
et une métrique d qui mesure la distane entre des points p et q de S. Dans le
ontexte des espaes métriques aléatoires, les distanes d(p, q) sont remplaées par
une fontion de distribution Fpq dont la valeur pour haque réel x est la probabilité
que la distane entre p et q soit inférieure à x. Le problème posé par Fréhet était
de trouver un analogue en termes de probabilités à l'inégalité du triangle d(p, r) ≤
d(p, q) + d(q, r). La question était de faire un lien entre les fontions Fpr, Fpq et
Fqr pour trois points p, q et r dans S. Dans sa réponse à e problème, Sklar
inventait la notion statistique de opule. Même si la notion de opule oupe une
plae importante dans les travaux de Sklar et Shweizer, elle n'est pas l'objet
entral de leurs reherhes.
Pendant de nombreuses années, les opules sont peu ou pas utilisées en statistiques.
Elles apparaissent de manière impliite dans ertains travaux sur la dépendane
de Kimeldorf et Sampson [105℄, [104℄ en 1975 et aussi dans les reherhes de
Deheuvels [44℄ à la n des années 1970 qui parle alors de fontion de dépendane
empirique. C'est seulement vers le début des années 1980 que les opules font
l'objet d'une étude systématique par quelques statistiiens. Le premier artile qui
établit un lien expliite entre les opules et l'étude de la dépendane entre variables
aléatoires est elui de Shweizer et Wolff [140℄ en 1981. Shweizer et Wolff
présentent une propriété très importante qui est l'invariane des opules pour une
transformation stritement monotone des variables aléatoires.
Aujourd'hui, les opules sont de plus en plus employées pour la onstrution des
familles de distributions multivariées et l'étude de la dépendane entre variables
aléatoires. C'est un domaine qui intéresse partiulièrement les herheurs et les pra-
tiiens en gestion de risque en nane et en assurane. Par exemple, en assurane
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non-vie, le alul des provisions dépend de manière ruiale de la dépendane entre
les sinistres. Dans la nane moderne, les mesures de risque d'un portefeuille d'atifs
ou de rédits reposent sur la spéiation de la distribution des pertes du portefeuille.
Celle-i suppose au préalable la modélisation de la dépendane entre les pertes indi-
viduelles du portefeuille. Le hoix du modèle pour ette de dépendane est entral.
En eet, lorsque es mesures de risque sont eetués à l'aide d'un ritère de type
Value at Risk (VaR), 'est un quantile qui est reherhé, et si la dépendane se situe
surtout au niveau des valeurs élevées (et que les lois sont à queues de distribution
épaisses), le quantile sera plus élevé que si la dépendane est onentrée sur les
valeurs intermédiaires.
En gestion de risque de rédit en partiulier, le prinipal risque supporté par l'in-
vestisseur en obligations ou en rédits est le risque de défaut. Le risque global d'un
portefeuille d'obligations ou de rédits est par onséquent une fontion de la dépen-
dane entre les défauts des rédits individuels du portefeuille. Aussi, ertains dérivés
de rédit orent des payos qui dépendent du défaut de plusieurs rédits risqués
sous-jaents. L'étude de la dépendane entre les défauts est par onséquent ruiale.
En général, deux variables aléatoires peuvent par exemple être très orrélées pour
leurs valeurs extrêmes et faiblement pour des valeurs intermédiaires, ou fortement
orrélées pour des valeurs élevées et faiblement pour les valeurs basses, ou enore
fortement orrélées pour les valeurs basses et faiblement pour les valeurs élevées.
Toutes les variantes entre es situations extrêmes sont possibles et doivent pouvoir
être apturées par la mesure de dépendane. Il est don primordial d'utiliser un
outil qui permet de modéliser et de spéier la struture de dépendane de façon
omplète, 'est-à-dire sur tout le domaine de dénition de la distribution multivariée.
8.1 Dénition des opules et propriétés de base
Cette setion a pour objetif d'introduire la notation qui sera employée, de dénir
les fontions opules et d'en énumérer les propriétés de bases. Les dénitions et
théorèmes i-dessous font l'objet du hapitre 2 de Nelsen [119℄. On désigne ℜ la
droite nie des réels [−∞,+∞] et par ℜ2 le plan ni des réels ℜ × ℜ. Le arré
unitaire I
2
est le produit I× I où I = [0, 1].
Une fontion réelle bidimensionnelle H est une fontion ayant pour domaine, D(H),
un sous-ensemble de ℜ2 et ayant pour image, I(H), un sous-ensemble de ℜ. Une
fontion réelle bidimensionnelle H est dite double roissante1 lorsque pour tout
x1 ≤ x2, y1 ≤ y2 ∈ D(H) on a :
H(x2, y2)−H(x2, y1)−H(x1, y2) +H(x1, y1) ≥ 0 .
1
Cette notion orrespond à la notion 2-inreasing funtion.
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Dénition 8.1. Une opule à deux dimensions est une fontion réelle bidimension-
nelle
C :
{
I
2 −→ I
(u, v) 7−→ C(u, v),
ayant les propriétés suivantes :
1. Pour tout u et v ∈ I2,
C(u, 0) = 0 = C(0, v) (8.1)
C(u, 1) = u et C(1, v) = v (8.2)
2. Pour tout u1, u2, v1, v2 ∈ I tels que u1 ≤ u2 et v1 ≤ v2,
C(u2, v2)−C(u2, v1)−C(u1, v2) +C(u1, v1) ≥ 0 (8.3)
D'après ette dénition, les opules à deux dimensions sont une lasse de fontions
réelles bidimensionnelles qui sont double-roissantes.
Théorème 8.1. Soit C une opule. Pour tout (u, v) ∈ I2 ,
max(u+ v − 1, 0) ≤ C(u, v) ≤ min(u, v) . (8.4)
Il est aisé de prouver que les bornes max(u+ v− 1, 0) et min(u, v) sont elles-mêmes
des opules. On les dénote C
+(u, v) = min(u, v) et C−(u, v) = max(u + v − 1, 0).
Ainsi, pour haque fontion opule C et haque ouple (u, v) ∈ I2
C
−(u, v) ≤ C(u, v) ≤ C+(u, v) . (8.5)
L'inégalité (8.5) est la version en matière de opules, de l'inégalité de Fréhet-
Hoeding, qui sera plus expliitée par la suite en termes de fontions de distributions.
La opule C
−
est appelée la borne inférieure de Fréhet-Hoeding et la opule C
+
est la borne supérieure de Fréhet-Hoeding. Une autre opule importante est la
opule C⊥(u, v) = u · v qui est la opule produit.
Ces bornes de Fréhet-Hoeding pour haque opule C et haque ouple (u, v) ∈ I2
suggèrent un ordre partiel sur l'ensemble des opules, voir Ronalli [128℄ p. 199.
Dénition 8.2. Soient C1 et C2 sont des opules. On dit que C1 est plus petite que
C2 et on note C1 ≺ C2 si et seulement si C1(u, v) ≤ C2(u, v) pour tout (u, v) ∈ I2.
L'ordre ≺ est appelé ordre stohastique de onordane. En fait, et ordre
stohastique de onordane en matière de opules orrespond à la dominane sto-
hastique de premier ordre pour les fontions de distribution. Cette relation d'ordre
est partielle ar on ne peut omparer toutes les opules entre elles.
Le théorème suivant établit la ontinuité des opules via la ondition de Lipshitz
sur I
2
, voir Nelsen [119℄ p. 11.
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Théorème 8.2. Soit C une opule. Alors pour haque u1, u2, v1, v2 ∈ I on a :
|C(u2, v2)−C(u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1| . (8.6)
Ce théorème implique que C est ontinue sur son domaine, e qui permet de aluler
les dérivées partielles de la opule.
Théorème 8.3. Soit C une opule. Pour tout v ∈ I, la dérivée partielle ∂C/∂u
existe pour presque tous les u tel que :
0 ≤ ∂
∂u
C(u, v) ≤ 1 . (8.7)
De façon similaire, pour tout u ∈ I, la dérivée partielle ∂C/∂v existe pour presque
tous les v, tel que :
0 ≤ ∂
∂v
C(u, v) ≤ 1 . (8.8)
Il s'ensuit de la dénition 8.1 et du théorème 8.2 que le graphe de toute opule à
deux dimensions , 'est-à-dire la surfae z = C(u, v), est une surfae ontinue à
l'intérieur du ube unitaire I
3
. Par ailleurs, le théorème 8.1 implique que le graphe
de haque opule s'insrit entre les graphes des bornes de Fréhet-Hoeding, les
surfaes z = C+(u, v) et z = C−(u, v). Néanmoins, la meilleure façon de faire
une représentation graphique des opules est de grapher les lignes de niveau. Pour
une opule à deux dimensions C(u, v), on dénit L〈C〉(α) omme étant l'ensemble
{(u, v) : C(u, v) = α}. Cette représentation permet de bien visualiser une opule et
de voir de laquelle des deux bornes de Fréhet-Hoeding elle se rapprohe le plus.
Dans la gure 8.1, les graphes à trois dimensions et les lignes de niveau des opules
C
+
, C
−
et C
⊥
sont représentées.
8.2 Le théorème de Sklar
Le théorème de Sklar est essentiel à la théorie des opules puisqu'il est le fondement
de la plupart des appliations de ette théorie à la Statistique. Le théorème de Sklar
dérit le rle des opules dans la relation entre les distributions multivariées et leurs
marges à une dimension. On ommene ette setion par une brève disussion sur les
fontions de distribution. On onsidère uniquement le as bivarié dans un premier
temps pour plus loin faire une généralisation à N dimensions.
Dénition 8.3.
1. La fontion de distribution d'une variable aléatoire X est une fontion F ayant
pour domaine R telle que :
(a) F (x) = P (X ≤ x)
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Fig. 8.1  Graphes à trois dimensions et lignes de niveau des opules C−, C⊥ et
C+.
(b) F est non déroissante,
() F (−∞) = 0 et F (+∞) = 1.
2. La fontion de distribution jointe d'un veteur aléatoire (X, Y ) est une fontion
H ayant pour domaine R2 telle que :
(a) H(x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)
(b) H est une fontion bidimensionnelle double roissante,
() H(x,−∞) = H(−∞, y) = 0 et H(+∞+∞) = 1.
3. H possède les marges F et G données par F (x) = H(x,+∞) et G = H(+∞, y).
Le théorème suivant est un développement important dans la mesure où il permet
d'une part de faire le lien entre les distributions multivariées et leurs marges uni-
variées et d'autre part de onstruire des distributions multivariées dont les marges
sont onnues.
Théorème 8.4 (Théorème de Sklar). SoitH une fontion de distribution jointe
ayant les marges F et G. Alors il existe une opule C telle que pour tout x, y dans
ℜ,
H(x, y) = C(F (x), G(y)) . (8.9)
Si F et G sont ontinues, alorsC est unique, sinon,C est déterminée de façon unique
sur D(F )× D(G). Inversement, si C est une opule est F et G sont des fontions
de distribution, alors la fontion H dénie par (8.9) est une fontion de distribution
jointe ayant les marges F et G.
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Ce théorème est apparu pour la première fois dans les travaux de Sklar [141℄ en
1959. Le terme opule a été hoisi pour souligner la manière dont une opule asso-
ie ou apparie une fontion de distribution jointe à ses marges à une dimension.
Ce théorème implique est que haque opule C est en fait une distribution jointe
ayant des marges uniformes entre 0 et 1. En eet, si F et G sont des distributions
uniformes entre 0 et 1 ; on F (x) = x etG(y) = y e qui donne :
H(x, y) = C(F (x), G(y)) = C(x, y) .
L'importane du théorème de Sklar réside dans le fait qu'il permet d'assoier à
haque distribution bidimensionnelle une opule. On obtient par onséquent une
représentation anonique de la distribution jointe : d'un té on a les marges F
et G ; 'est-à-dire les diretions unidimensionnelles des variables et, de l'autre té,
la opule (Ronalli [128℄ p. 189).
Lorsque la distribution jointe est absolument ontinue, alors elle admet une densité
dont on déduit i-après la représentation anonique. Soient f(x) et g(y) les fontions
de densité de X et Y respetivement et h(x, y) la fontion de densité jointe. On
obtient l'expression suivante pour la fontion de densité jointe :
h(x, y) = c(F (x), G(y)) · f(x) · g(y) ; (8.10)
où c(x, y) est la densité de la opule C dénie par
c(x, y) =
∂2C(x, y)
∂x∂y
. (8.11)
Dénition 8.4. Soit F une fontion de distribution. Alors, la quasi-inverse de F
est toute fontion F (−1) ayant pour domaine I telle que
1. Si t ∈ I(F ), alors F (−1)(t) est tout nombre x ∈ ℜ tel que F (x) = t 'est-à-dire
que pour tout t ∈ I(F ),
F (F (−1)(t)) = t ;
2. Si t /∈ I(F ), alors
F (−1)(t) = inf{x|F (x) ≥ t} = sup{x|F (x) ≤ t} .
Si F est stritement roissante, alors F possède une seule quasi-inverse, qui est son
inverse ordinaire pour laquelle on utilise habituellement la notation F−1.
Les quasi-inverses des fontions de distribution permettent d'énoner le orollaire
suivant :
Corollaire 8.1. Soient H une fontion de distribution jointe ayant les marges F
et G et soient F (−1) et G(−1) les quasi-inverses de F et G respetivement. Alors si
H,F,G sont ontinues, on a pour tout u, v dans I(F )× I(G),
C(u, v) = H(F (−1)(u), G(−1)(v)) . (8.12)
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Ce résultat fournit une méthode pour onstruire des fontions opules à partir des
fontions de distribution jointes.
Avant d'aborder un des théorème les plus importants qui porte sur les transforma-
tions monotones de variables aléatoires, on onsidère quelques exeries simples de
probabilité qui mettent en évidene le rle des opules. Soient X et Y deux variables
aléatoires ayant pour distribution F (X) et G(Y ) respetivement et une opule C.
On obtient les probabilités suivantes.
P (X ≤ x, Y > y) = P (X ≤ x)− P (X ≤ x, Y ≤ y)
= F (x)−C(F (x), G(y)) .
P (X ≤ x|Y ≤ y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)
P (Y ≤ y)
=
C(F (x), G(y))
G(y)
.
P (X ≤ x|Y > y) = P (X ≤ x, Y > y)
P (Y > y)
=
F (x)−C(F (x), G(y))
1−G(y) .
P (X > x, Y > y) = P (X > x)− P (X > x, Y ≤ y)
= 1− F (x)−G(y) +C(F (x), G(y)) .
P (X > x|Y > y) = P (X > x, Y > y)
P (Y > y)
=
1− F (x)−G(x) +C(F (x), G(y))
1−G(y) .
Par ailleurs, le théorème de Sklar permet de donner une interprétation, en termes
de probabilité à la dérivée partielle de la opule. Soient U et V deux variables
aléatoires de distribution uniforme entre 0 et 1 et dont la opule est C(u, v). La
distribution onditionnelle a pour expression :
P (U ≤ u|V = v) = lim
∆s→0+
P (U ≤ u, v ≤ V ≤ v +∆s)
P (v ≤ V ≤ v +∆s)
= lim
∆s→0+
C(u, v +∆s)−C(u, v)
∆s
= ∂vC(u, v) ;
où ∂vC(u, v) dénote la dérivée partielle de la opule par rapport à v.
Une des propriété les plus importantes des opules est énonée dans le théorème
suivant, attribué à Shweizer & Wolff [140℄.
Théorème 8.5. Soient X et Y deux variables aléatoires ontinues et CXY leur
opule. Soit α et β deux fontions stritement monotones de X et Y respetivement.
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1. Si α et β sont stritement roissantes alors :
Cα(X)β(Y )(u, v) = CXY (u, v) . (8.13)
2. Si α est stritement roissante et β est stritement déroissante alors :
Cα(X)β(Y )(u, v) = u−CXY (u, 1− v) . (8.14)
3. Si α est stritement déroissante et β est stritement roissante alors :
Cα(X)β(Y )(u, v) = v −CXY (1− u, v) . (8.15)
4. Si α et β sont stritement déroissantes alors :
Cα(X)β(Y )(u, v) = u+ v − 1 +CXY (1− u, 1− v) . (8.16)
Il est aisé de démontrer e théorème en utilisant les propriétés des fontions de
distribution. D'après e théorème, l'appliation de transformations roissantes ne
modie pas la opule, mais seulement les marges. Ainsi, par exemple la opule de
la distribution lognormale bivariée est la même que elle de la distribution normale
bivariée.
La théorie des opules et le théorème de Sklar signient que l'on peut spéier,
pour des marges onnues une innité de distribution jointes. Dans le as bivarié,
pour haque paire de marges données, la lasse des distributions bimensionnelles
ompatibles ave es marges est appelée lasse de Fréhet. Les lasses de Fréhet
font l'objet d'une étude approfondie dans le hapitre 3 de Joe [98℄.
Dénition 8.5. La lasse de Fréhet F(F,G) est l'ensemble de toutes les distribu-
tions jointes dont les marges sont F et G. Autrement dit, la fontion de distribution
H appartient à la lasse de Fréhet (F,G) et on note H ∈ F(F,G) si et seulement
si les marges de H sont F et G :
H(x,+∞) = F (x) (8.17)
et
H(+∞, y) = G(y) . (8.18)
Caratériser la lasse de Fréhet F(F,G) revient à trouver l'ensemble C des fontions
opules puisque :
F(F,G) = {H : H(x, y) = C(F (x), G(y));C ∈ C} .
Pour haque lasse de Fréhet F(F,G), les bornes de Fréhet-Hoeding sontH−(x, y) =
max(F (x) +G(y)− 1, 0) et H+(x, y) = min(F (x), G(y)) qui sont évidemment asso-
iées aux bornes C
−
et C
+
respetivement.
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On onsidère par exemple la lasse de Fréhet F(F,G) ave F et G qui sont des
distributions normales entrées réduites. On a
F (x) ≡ Φ(x) et G(y) ≡ Φ(y) ;
où Φ est la fontion de distribution normale d'espérane nulle et de variane unitaire.
Ainsi, la distribution normale à deux dimensions de orrélation ρ
H(x, y, ρ) =
∫ x
−∞
∫ y
−∞
1
2π
√
1− ρ2 exp
(
− 1
2(1− ρ2)(u
2 + v2 − 2ρuv)
)
dudv
appartient à F(F,G). Celle-i orrespond à une opule spéique, la opule normale
de paramètre ρ, CNρ :
C
N
ρ (u, v) = Φ
(2)(Φ−1(u),Φ−1(v); ρ) ;
ave Φ(2) la fontion de distribution normale entrée réduite à deux dimensions.
Néanmoins, beauoup d'autres distributions non normales appartiennent à ette
lasse de Fréhet. C'est par exemple le as de
H(x, y) =
Φ(x) · Φ(y)
Φ(x) + Φ(y)− Φ(x) · Φ(y)
qui orrespond à la opule logistique de Gumbel C(u, v) =
uv
u+ v − uv .
8.3 Les opules de survie
Dans ertaines appliations, les variables aléatoires auxquelles on s'intéresse sont
des durées de vie des individus ou des objets d'une ertaine population. Soit X une
variable aléatoire qui représente une durée de vie. Il va de soi que lorsque la variable
aléatoire représente une durée de vie, ses réalisations prennent leurs valeurs dans
l'ensemble [0,+∞).
Pour une paire (X, Y ) de variables aléatoires ayant omme distribution jointe H , la
fontion de survie jointe est donnée par
H¯(x, y) = P (X > x, Y > y) . (8.19)
Les marges de H¯ sont évidemment les fontions H¯(x,−∞) et H¯(−∞, y) qui sont
les fontions de survie univariées F¯ et G¯ des variables X et Y respetivement.
La question qui se pose naturellement est la suivante : y-a-t-il une relation entre
les fontions de survie univariées et la fontion de survie jointe analogue à elle qui
existe entre les distributions univariées et la distribution jointe ? Nelsen [119℄ note
qu'il existe une opule C¯ qui lie la fontion de survie jointe à ses marges de la même
manière qu'une opule lie une distribution jointe à ses marges univariées. La opule
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C¯ est appelée opule de survie et la relation entre une opule C et la opule
de survie assoiée C¯ est aisée à dériver. Soient X et Y deux variables aléatoires
ontinues dont les distributions sont F et G respetivement et la opule est C. La
fontion de survie jointe H¯ de X et Y s'érit :
H¯(x, y) = 1− F (x)−G(y) +H(x, y)
= F¯ (x) + G¯(y)− 1 +C(F (x), G(y))
= F¯ (x) + G¯(y)− 1 +C(1− F¯ (x), 1− G¯(y)) .
Dénition 8.6. Soit C une opule entre X et Y . La fontion C¯ de I2 dans I dénie
par
C¯(u, v) = u+ v − 1 +C(1− u, 1− v) (8.20)
est appelée opule de survie de X et Y . La opule C¯ relie la fontion de survie jointe
H¯ des variables X et Y à ses marges unidimensionnelles :
H¯(x, y) = C¯(F¯ (x), G¯(y) . (8.21)
Georges & al. [72℄ montrent que la fontion C¯ est bien une opule et qu'elle
possède toutes les propriétés d'une opule :
 Puisque toute opule de survie est une opule, on a
C
− ≺ C¯ ≺ C+ . (8.22)
 Pour les opules de survie, les bornes de Fréhet-Hoefding et la opule produit
sont :
C¯
⊥ = C⊥, C¯+ = C+, et C¯− = C− .
 Dans le as bivarié, si C1 ≺ C2 alors C¯1 ≺ C¯2.
Une propriété des opules qui a une interprétation intéressante au niveau de la
dépendane entre les variables aléatoires est la symétrie. On verra que, en statistique
multivariée, ette propriété a une impliation sur la relation entre opule et opule
de survie.
En statistique unidimensionnelle, si X est une variable aléatoire et a un réel, on
dit que X est symétrique par rapport au point a si les distributions des variables
aléatoires X − a et a − X sont égales, 'est-à-dire que pour tout x ∈ R on a
P (X − a ≤ x) = P (a − X ≤ x). Lorsque X est ontinue et que sa distribution
est F , ei équivaut à dire que
F (a+ x) = F¯ (a− x) ; (8.23)
où F¯ est la fontion de survie de X.
Au niveau bivarié, une forme ourante de la symétrie est l'interhangeabilité entre
deux variables aléatoires, voir Nelsen [119℄ p. 33. Deux variables X et Y sont in-
terhangeables si les veteurs (X, Y ) et (Y,X) ont la même distribution. Par onsé-
quent, si la distribution jointe de X et Y est H , l'interhangeabilité orrespond à la
ondition H(x, y) = H(y, x) pour tout x, y ∈ R.
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Théorème 8.6. Soient X et Y deux variables aléatoires ontinues dont la distri-
bution jointe est H , les marges F et G respetivement et la opule C. Alors, X et
Y sont interhangeables si et seulement si F = G et que la opule C est symétrique
'est-à-dire C(u, v) = C(v, u) pour tout (u, v) ∈ I2.
Il est évident que H(x, y) = C(F (x), G(y)) = H(y, x) = C(F (y), G(x)) si et seule-
ment si F ≡ G, 'est-à-dire F (x) = G(x) et si la opule est symétrique, 'est-à-dire
C(u, v) = C(v, u) pour tout (u, v) ∈ I2.
Par onséquent, pour des variables aléatoires identiquement distribuées, l'interhan-
geabilité est équivalente à la symétrie de leur opule.
Dans le as bivarié, il y a plusieurs manières de onsidérer un veteur aléatoire
(X, Y ) du point de vue de sa symétrie par rapport à un point du plan (a, b) (voir
Nelsen [119℄ p.31 et ss).
Dénition 8.7. Soient X et Y deux variables aléatoires et soit (a, b) un point dans
ℜ2.
1. (X, Y ) est dit marginalement symétrique pas rapport à (a, b) si X et Y sont
symétriques par rapport à a et b respetivement.
2. (X, Y ) est radialement symétrique par rapport à (a, b) si la distribution jointe
de X − a et Y − b est la même que la distribution jointe de a−X et b− Y .
3. (X, Y ) est onjointement symétrique par rapport à (a, b) si les paires suivantes
de variables aléatoires ont une distribution jointe ommune : (X − a, Y − b),
(X − a, b− Y ), (a−X, Y − b) et (a−X, b− Y ).
Lorsque X et Y sont ontinues, on peut exprimer la ondition de symétrie radiale
en termes de distribution jointe et de fontion de survie jointe des deux variables
aléatoires.
Théorème 8.7. Soient X et Y sont deux variables aléatoires ontinues dont la
distribution jointe H et de marges F et G respetivement. Soit (a, b) un point dans
ℜ2. Alors, (X, Y ) est radialement symétrique par rapport à (a, b) si et seulement si
H(a+ x, b+ y) = H¯(a− x, b− y) pour tout (x, y) ∈ ℜ2 . (8.24)
La symétrie onjointe implique évidemment la symétrie radiale et on observe aussi
que la symétrie radiale implique la symétrie marginale. Par ailleurs, la symétrie
onjointe est une très forte ondition, et on s'intéressera uniquement à la symétrie
radiale pour les distributions bivariées, puisque 'est l'une des propriétés des distri-
butions très employées omme la distribution normale et la distribution de student,
omme on le verra au hapitre 10.
Puisque la ondition de symétrie radiale de l'équation (8.24) implique la distribution
jointe et la fontion de survie jointe, il est naturel de se demander si les opules et
les opules de survie jouent un rle en matière de symétrie radiale. Le théorème
suivant, voir Nelsen [119℄ p. 33 donne la réponse à ette question.
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Théorème 8.8. Soient X et Y deux variables aléatoires ontinues dont la distri-
bution jointe H et de marges F et G respetivement et la opule C. Si X et Y
sont symétriques par rapport à a et b respetivement, alors (X, Y ) est radialement
symétrique par rapport à (a, b) si et seulement si C = C¯ 'est-à-dire
C(u, v) = u+ v − 1 +C(1− u, 1− v) pour tout (u, v) ∈ I2 . (8.25)
La preuve de e théorème se trouve dans Nelsen [119℄ p. 33. Lorsqu'une opule C
satisfait l'équation (8.25), on dit qu'elle possède la propriété de symétrie radiale.
8.4 Extension des opules au as multidimensionnel
Dans ette setion, les résultats des préédentes setions sont étendus au as multiva-
rié. Cette extension permet la spéiation des distributions jointes à N (N > 2) di-
mensions des variables aléatoiresX1, . . . , XN ayant les marges respetives F1, . . . , FN .
Dénition 8.8. Une opule à N dimensions est une fontion réelle à N dimensions
C
C :
{
I
N −→ I
(u1, u2, . . . , uN) 7−→ C(u1, u2, . . . , uN)
ayant les propriétés suivantes :
1. Pour tout veteur u = u1, u2, . . . , uN ∈ IN ,
C(u) = 0, si au moins un élément de u est égal à 0. (8.26)
C(u) = uk, si tous les éléments u sauf uk sont égaux à 1. (8.27)
2. Pour tout u ∈ IN , et ǫn ≥ 0, l'inégalité suivante est valable :
C(u1 + ǫ1, u2 + ǫ2, . . . , uN + ǫN)
−
N∑
n=1
C(u1 + ǫ1, . . . , un−1 + ǫn−1, un, un+1 + ǫn+1, . . . , uN + ǫN )
+
N∑
n=1
N∑
m=1n<m
C(u1 + ǫ1, . . . , un−1 + ǫn−1, un, un+1 + ǫn+1, . . . ,
um−1 + ǫm−1, um, um+1 + ǫm+1, . . . , uN + ǫN )− . . .
+(−1)NC(u1, u2, . . . , uN) ≥ 0
(8.28)
Comme pour les opules bivariées, l'équation (8.28) se rapporte à la propriété de
non-déroissane de la opule. On peut en outre noter que pour haque opule à
N > 3 dimensions, les marges à k dimensions (2 ≤ k < N) sont des opules à k
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dimensions (voir Nelsen [119℄ p. 40). Une marge à k dimensions d'une opule C à
N dimensions est la opule
C1,...,k(u1, . . . , uk) = C(u1, . . . , uk, 1, . . . , 1) . (8.29)
Le théorème de Sklar à N dimensions donne la déomposition anonique d'une
distribution multivariée.
Théorème 8.9 (Théorème de Sklar à N dimensions). Soit F une fontion de
distribution jointe ayant les marges F1, F2, . . . FN pour les variables aléatoires res-
petives X1, X2, . . .XN . Alors il existe une opule C telle que pour tout x ∈ ℜN ,
F (x1, x2, . . . , xN) = C(F1(x1), F2(x2), . . . , FN(xN )) . (8.30)
Si F1, F2, . . . FN sont toutes ontinues, alors C est unique, sinon, C est déterminée
de façon unique sur D(F1)×D(F2)×· · ·×D(FN ). Inversement, si C est une opule à
N dimensions et F1, F2, . . . FN sont des fontions de distribution, alors la fontion F
dénie par l'équation (8.30) est une fontion de distribution jointe ayant les marges
F1, F2, . . . FN .
La opule d'un veteur aléatoire X = (X1, X2, . . .XN ) est notée CX1,X2,...XN et
détermine la struture de dépendane du veteur X. Le orollaire suivant permet
de déduire la opule du veteur X lorsque l'on onnaît la distribution jointe du
veteur aléatoire X ainsi que ses marges.
Corollaire 8.2. Soit F une distribution jointe à N dimensions d'un veteur X
ayant les marges ontinues F1, F2, . . . FN et soient F
(−1)
1 , F
(−1)
2 , . . . F
(−1)
N les quasi-
inverses de F1, F2, . . . FN respetivement. Alors, pour tout u ∈ IN on a :
C(u1, u2, . . . , uN) = F (F
(−1)
1 (u1), F
(−1)
2 (u2), . . . F
(−1)
N (uN)) . (8.31)
Comme pour les opules à deux dimensions, la densité d'une opule à N dimensions
s'érit :
c(u1, u2, . . . , uN) =
∂NC(u1, u2, . . . , uN)
∂u1 . . . ∂uN
(8.32)
et permet de spéier la densité jointe du veteur aléatoire X = (X1, X2, . . .XN ).
Les bornes de Fréhet-Hoeding pour une opule à N dimensions sont données par :
C
−
N = max(u1 + u2 + · · ·+ uN −N + 1, 0) (8.33a)
C
+
N = min(u1, u2, . . . , uN) (8.33b)
On obtient par onséquent le théorème suivant pour les opules à N dimensions :
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Théorème 8.10. Soit C une opule à N dimensions. Alors, on a pour tout u ∈ IN
C
−
N(u) ≤ C(u) ≤ C+N(u) . (8.34)
La borne supérieure C
+
N satisfait la dénition d'une opule à N dimensions. Ce-
pendant, omme le notent Shweizer & Sklar [137℄, la borne inférieure C
−
N ne
satisfait pas la dénition d'une opule lorsque N > 2. Toutefois, la partie gauhe
de l'inégalité (8.34) reste la meilleure possible en e sens qu'il existe pour haque
veteur u ∈ IN (N > 2) une opule à N dimensions C(u) telle que C(u) = C−N(u).
Cette opule sera généralement une opule diérente pour haque veteur u ∈ IN .
L'ordre de onordane partiel dénit pour les opules bivariées est valable pour les
opules à N > 2 dimensions. En outre, les opules à N dimensions sont invariantes
pour les transformations monotones roissantes.
Pour une opule à N dimensions, la opule de survie assoiée est :
C¯(u1, . . . , uN) =
N∑
i=1
ui − 1 +C(1− u1, . . . , 1− uN) . (8.35)
Comme dans le as bidimensionnel, une version du théorème de Sklar (voirGeorges
& al [72℄) fait le lien entre la fontion de survie à N dimensions et ses marges à
travers la opule de survie à N dimensions.
Théorème 8.11. Si F¯ est une fontion de survie jointe à N dimensions dont les
marges sont F¯1, . . . , F¯N alors il existe une opule C¯, appelée opule de survie telle
que
F¯ (x) = C¯(F¯1(x1), . . . , F¯N(xN )) . (8.36)
La opule C¯ est unique si les marges sont ontinues.
Le théorème de Sklar expliite le lien entre une fontion de distribution jointe et ses
marges au travers de la opule. La opule aratérise de e fait la dépendane entre
les variables aléatoires et le hapitre suivant fera justement le lien entre opule et
dépendane entre variables aléatoires.
Chapitre 9
Copules et mesures de dépendane
Dans e hapitre on montre omment les opules sont utilisées pour étudier et mo-
déliser la dépendane entre des variables aléatoires. On montre notamment que la
opule du veteur aléatoire (X, Y ) peut être interprétée omme une reparamétrisa-
tion ou une normalisation de la distribution jointe H après avoir éliminé les eets
des marges F et G des variables X respetivement Y . La opule permet de apturer
tous les aspets de la relation entre les variables aléatoires X et Y en e sens que
tous les onepts de dépendane seront des propriétés de la opule. D'ailleurs, de
façon tout à fait indépendante, Paul Deheuvels [44℄ a redéouvert l'outil opule
à la n des années 1970 et lui a donné le nom de fontion de dépendane. La
opule dérit de manière exhaustive la struture de dépendane du veteur aléatoire
(X, Y ).
Pour les appliations nanières, l'intérêt porte en général sur la dépendane entre
les indiateurs de marhé, omme les prix ou les rendements. Dans le as partiulier
du risque de rédit, la opule est un outil utile pour modéliser la dépendane entre
les défauts des rédits individuels d'un portefeuille de rédits.
Les as les plus triviaux et les plus extrêmes de dépendane sont d'une part le
manque de dépendane ou l'indépendane entre variables aléatoires et d'autre part,
le as de dépendane parfaite. La setion 9.1 de e hapitre traitera de es as
extrêmes.
Cependant, en éonomie et en nane, es as de dépendane extrêmes sont rarement
renontrés. Pour tous les as intermédiaires, il y a plusieurs manières de disuter et
de mesurer la dépendane. Souvent, on dénit des statistiques qui sont des me-
sures d'assoiation qui résument une forme de la dépendane entre deux variables
aléatoires. Parmi es mesures d'assoiation, on va onsidérer de façon générale les
mesures de onordane à la setion 9.2 et les mesures de dépendane à la se-
tion 9.3. Ensuite on s'intéressera à la dépendane de queue qui est un autre onept
de dépendane d'importane primordiale en gestion de risque.
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9.1 Dépendane parfaite
Intuitivement, l'on dit que deux variables sont parfaitement dépendantes lorsque
l'une est une fontion de l'autre. Dans ette setion, une dénition statistique pré-
ise de la notion de dépendane parfaite entre deux variables aléatoires est donnée.
L'inégalité de Fréhet-Hoeding de l'équation (8.5) pour toute opule bidimension-
nelle s'érivait
C
−(u, v) ≤ C(u, v) ≤ C+(u, v) .
Lorsque la opule C
−
est la opule de deux variables aléatoires X et Y , alors la
distribution jointe H du veteur (X, Y ) est donnée par H(x, y) = max(F (x) +
G(y)− 1, 0) où F et G sont les distributions de X, respetivement de Y . De même,
lorsque C
+
est la opule de X et Y , alors la distribution jointe H du veteur (X, Y )
est H(x, y) = min(F (x), G(y)). Si la dépendane entre es deux variables aléatoires
est dérite par une des deux opules, alors le théorème suivant énone les relations
entre les deux variables aléatoires.
Théorème 9.1. Soit deux variables aléatoires X et Y dont les distributions sont
F , respetivement G et la opule C−.
a) Lorsque F et G sont des fontions ontinues, alors il existe une fontion mo-
notone déroissante u telle que :
Y = u(X) .
b) Lorsque F et G sont des fontions non ontinues de sorte que la opule de X et
Y n'est pas unique et que C− est une opule possible de X et Y , alors il existe
une fontion monotone roissante v et une fontion monotone déroissante w
et une variable aléatoire réelle Z tels que
(X, Y )′
d
= (v(Z), w(Z))′ .
Soit deux variables aléatoires X et Y dont les distributions sont F , respetivement
G et la opule C+.
a) Lorsque F et G sont des fontions ontinues, alors il existe une fontion mo-
notone roissante u telle que :
Y = u(X) .
b) Lorsque F et G sont des fontions non ontinues de sorte que la opule de X
et Y n'est pas unique et que C+ est une opule possible de X et Y , alors il
existe deux fontions monotones roissantes v et w et une variable aléatoire
réelle Z tels que
(X, Y )′
d
= (v(Z), w(Z))′ .
9.2. Mesures de onordane 105
La preuve de e théorème se trouve dans Embrehts &al [58℄ ainsi que dans
Wang & Dhaene [147℄. Le théorème 9.1 motive la dénition suivante qui fait le
lien entre dépendane parfaite et bornes de Fréhet-Hoefding.
Dénition 9.1. Deux variables aléatoires X et Y sont dites parfaitement néga-
tivement dépendantes ou ontre-monotones lorsqu'elles sont liées par la opule
C
−
. Deux variables aléatoires X et Y sont dites parfaitement positivement dé-
pendantes ou omonotones lorsqu'elles sont liées par la opule C
+
.
Le onept de omonotoniité a été introduit par Shmeidler [134℄ et parYaari [150℄.
Embrehts & al [58℄ ont ensuite introduit le onept de ontre-monotoniité.
On ne saurait onlure ette setion sans faire le lien entre opule et indépendane
parfaite. Le théorème suivant montre que la opule produitC
⊥(u, v) = uv aratérise
des variables aléatoires indépendantes lorsque les fontions de distributions sont
ontinues.
Théorème 9.2. Soient X et Y deux variables aléatoires ontinues. Alors, X et Y
sont indépendantes si et seulement si CXY = C
⊥
En eet, lorsque deux variables aléatoires X et Y ont la opule CXY = C
⊥(u, v) =
u · v, on a la densité de la opule donnée par
cXY =
∂2C⊥(u, v)
∂u∂v
=
∂2uv
∂u∂v
= 1.
A l'aide de l'équation (8.10), on peut aluler la densité jointe des deux variables X
et Y . On déduit par onséquent que toute distribution bidimensionnelle onstruite
ave ette opule vérie
f(x, y) = f(x) · g(y) ,
e qui prouve que la opule produit aratérise bel et bien l'indépendane entre deux
variables aléatoires.
Néanmoins, les variables aléatoires renontrées en éonomie présentent rarement
une struture de dépendane aussi extrême. Pour résumer la dépendane entre es
variables, plusieurs statistiques ont été développées parmi lesquelles les mesures de
onordane et les mesures de dépendane présentées i-après.
9.2 Mesures de onordane
De manière informelle, une paire de variables aléatoires est dite onordante si de
larges valeurs d'une variable tendent à être assoiées ave de larges valeurs de
l'autre variable et vie-versa.
Soit un veteur (X, Y ) de variables aléatoires et des ouples de réalisations de e
veteur aléatoire (xi, yi) et (xj , yj). Formellement, on dit que les paires (xi, yi) et
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(xj , yj) sont onordantes si (xi−xj)(yi−yj) > 0. De manière analogue, deux paires
de réalisations (xi, yi) et (xj , yj) sont disordantes si (xi − xj)(yi − yj) < 0.
La détetion de la onordane est partiulièrement importante dans la gestion des
risques des larges portefeuilles de rédits ou d'atifs naniers. Dans es portefeuilles,
le risque majeur est la réalisation jointe de plusieurs défauts ou alors une baisse
simultanée du prix des atifs. Une onnaissane plus ou moins préise de la onor-
dane entre les rédits ou les atifs naniers aidera à évaluer le risque de pertes
jointes et, dans e sens, à prendre des mesures appropriées pour s'assurer que le
risque enouru reste dans une marge raisonnable. La onordane à l'intérieur du
portefeuille aete don le risque et par onséquent doit être prise en ompte dans
l'alloation des atifs du le portefeuille.
La modélisation de la onordane entre variables aléatoires se fait souvent à l'aide de
modèles paramétriques, par la modélisation d'une distribution jointe paramétrique.
Dans e as, les mesures spéiques de onordane sont des mesures paramétriques
qui déoulent diretement de la struture de dépendane entre les variables aléatoires
don de la opule des variables aléatoires et ne tient pas ompte des marges. Dans
ette optique, une mesure de onordane entre deux variables aléatoires X et Y
dont la opule est C est notée κX,Y ou κC et est aratérisée par les propriétés
axiomatiques suivantes développées par Sarsini [133℄.
Dénition 9.2. Une mesure d'assoiation κ entre deux variables aléatoires onti-
nues X et Y dont la opule est C est une mesure de onordane si elle satisfait les
propriétés suivantes :
1. κ est dénie pour toute paire (X, Y ) de variables aléatoires ontinues ;
2. −1 = κX,−X ≤ κX,Y = κC ≤ κX,X = 1 ;
3. κX,Y = κY,X ;
4. Si X et Y sont indépendantes, alors κX,Y = κC⊥ = 0 ;
5. κ−X,Y = κX,−Y = −κX,Y ;
6. Si C1 ≺ C21, alors κC1 ≤ κC2 ;
7. Si {(Xn, Yn)} est une séquene de variables aléatoires ontinues dont les opules
opules sont Cn, et si {Cn} onverge vers C (pointwise onvergene), alors
limn→∞ κCn = κC.
On omprend intuitivement que κ est appelé une mesure de onordane puisque
l'ordre de onordane implique un ordre sur κ d'après la propriété 6. Cet ordre
orrespond à la notion naturelle de dominane stohastique entre deux fontions de
distribution ayant les mêmes marges. En eet, Then [146℄ a prouvé qu'un veteur
(X2, Y2) ayant H2 omme fontion de distribution jointe est plus onordant qu'un
veteur (X1, Y1) ayant H1 omme distribution jointe si et seulement si la fontion
de distribution H2 domine au sens stohastique la fontion de distribution H1.
1≺ est l'ordre stohastique de onordane, voir dénition 8.2
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La dénition 9.2 implique l'invariane des mesures de onordane pour des trans-
formations monotones roissantes et implique l'existene de bornes orrespondant
aux bornes de Fréhet-Hoeding.
Théorème 9.3. Soit κ une mesure de onordane pour les variables aléatoires
ontinues X et Y .
1. Si X et Y sont omonotones, alors κX,Y = κC+ = 1 ;
2. Si X et Y sont ontremonotones, alors κX,Y = κC− = −1 ;
3. Si α et β sont des fontions stritement monotones sur de X et de Y respe-
tivement, alors κα(X),β(Y ) = κX,Y .
Il est intéressant de noter que les mesures de onordane κ présentent deux ara-
téristiques importantes :
 L'indépendane entre variables aléatoires est une ondition susante mais pas
néessaire pour que κ soit égal à 0.
 Les mesures de onordane sont diérentes de mesures de dépendane dénies
par Rényi [125℄. Les mesures de onordane prennent leur valeur minimum
lorsque les variables aléatoires sont ontre-monotones alors que les mesures de
dépendane prennent la valeur minimum lorsque les variables aléatoires sont
indépendantes.
Parmi toutes les mesures de onordane, deux mesures très employées jouent un rle
important en statistiques non paramétriques. Il s'agit du oeient de orrélation
de rang de Kendall dit tau de Kendall et du oeient de orrélation de rang de
Spearman dit rho de Spearman. On voit i-après que es statistiques dépendent de la
distribution jointe des variables aléatoires, uniquement à travers leur opule. Ensuite
on verra que la orrélation linéaire n'est pas une mesure de onordane, puisqu'elle
ne vérie pas les propriétés de la dénition 9.2.
9.2.1 Le tau de Kendall
Soit {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)} un éhantillon aléatoire de n observations du
veteur (X, Y ) de variables aléatoires ontinues. La version empirique de la mesure
d'assoiation onnue sous le nom de tau de Kendall est dénie en termes de onor-
dane. Chaune des paires d'observations est soit onordante soit disordante. Si
c désigne le nombre de paires onordantes et d le nombre de paires disordantes,
alors le tau de Kendall pour l'éhantillon est déni par :
t =
c− d
c+ d
=
c− d(
n
2
)
(9.1)
Pour la population, le tau de Kendall d'un veteur (X, Y ) de variables aléatoires
ontinues est déni omme étant la probabilité de onordane moins la probabilité
de disordane :
τ = τX,Y = P [(X −X ′)(Y − Y ′) > 0]− P [(X −X ′)(Y − Y ′) < 0] ; (9.2)
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où (X, Y ) et (X ′, Y ′) sont indépendants et identiquement distribués.
Théorème 9.4. Soient X et Y deux variables aléatoires ontinues dont les distri-
butions respetives sont F et G, la opule est C et la densité de la opule c. Soient
aussi U = F (x) et V = G(Y ). Le tau de Kendall de X et Y est donné par
τ = τX,Y = τC = 4
∫ 1
0
∫ 1
0
C(u, v) c(u, v) du dv − 1. (9.3)
La preuve de e théorème est faite notamment dans Nelsen [119℄ p.127 et ss.
On note par ailleurs que l'intégrale qui apparaît dans l'équation (9.3) peut être
interprétée omme l'espérane de la fontion C(U, V ) de variables aléatoires U, V de
distribution uniforme entre 0 et 1 dont la distribution jointe est C :
τC = 4E(C(U, V ))− 1 . (9.4)
On illustre le théorème 9.4 par un exemple. Pour deux variables aléatoires ontinues
indépendantes X et Y , la opule est la opule produit C⊥(u, v) = uv, et le tau de
Kendall est alulé omme suit :
τC⊥ = 4
∫ 1
0
∫ 1
0
C
⊥(u, v) c⊥(u, v) du dv − 1
= 4
∫ 1
0
∫ 1
0
uv du dv − 1 = 4 · 0.5 · 0.5− 1 = 0.
Le tau de Kendall est une statistique qui est invariante pour des transformations
monotones des variables aléatoires. En eet, on peut montrer que la version empi-
rique tau de Kendall alulé à partir d'un éhantillon {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)}
d'observations du veteur aléatoire (X, Y ) est donnée par :
t =
∑
i6=j sign(xi − xj)(yi − yj)(
n
2
) . (9.5)
où
sign(xi − xj)(yi − yj) =
{
1 si (xi − xj)(yi − yj) > 0
−1 si(xi − xj)(yi − yj) < 0 .
En observant l'équation (9.5), on s'aperçoit que le tau de Kendall ne dépend en fait
que du rang de haque observation, raison pour laquelle il demeure inhangé lors
de transformations roissantes qu'elles soient linéaires ou pas. Par ailleurs on peut
aisément montrer que le tau de Kendall satisfait entièrement à la dénition 9.2 et
est, par onséquent, une mesure de onordane (voir Sarsini [133℄).
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9.2.2 Le rho de Spearman
Comme le tau de Kendall, le rho de Spearman est basé sur la onordane et la
disordane. Soit à nouveau {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)} un éhantillon aléatoire
de n observations du veteur (X, Y ) de variables aléatoires ontinues. On dénit Ri
le rang de xi et Qi le rang de yi pour tous les i allant de 1 à n. On obtient les ouples
(Ri, Qi) et on dénit la version empirique du rho de spearman omme suit :
r = 1− 6
∑n
i (Ri −Qi)2
n(n2 − 1) . (9.6)
Pour la population, le rho de Spearman d'un veteur aléatoire ontinu (X, Y ) dont la
distribution jointe est H est dénie de manière similaire. On dénit (X1, Y1), (X2, Y2)
et (X3, Y3) trois veteurs aléatoires indépendants qui ont tous une distribution jointe
ommune H (ayant les marges F et G) et une opule C.
Le rho de Spearman pour la population est déni omme étant proportionnel à la
probabilité de onordane moins la probabilité de disordane pour deux veteurs
(X1, Y1) et (X2, Y3). Cette paire de veteurs possède les même marges, mais la dis-
tribution jointe du veteur (X1, Y1) est H alors que elle du veteur (X2, Y3) est
F (x) ·G(y) puisque X2 et Y3 sont indépendants.
̺ = ̺X,Y = 3(P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0]) . (9.7)
Théorème 9.5. Soient X et Y deux variables aléatoires ontinues dont les distri-
butions respetives sont F et G, la opule est C et la densité de la opule c. Soient
aussi U = F (x) et V = G(Y ). Le rho de Spearman de X et Y est donné par
̺X,Y = ̺C = 12
∫ 1
0
∫ 1
0
uv c(u, v) du dv − 3 . (9.8)
La preuve de e théorème est faite notamment dans Nelsen [119℄ p.127 et ss.
Le rho de Spearman est aussi appelé le oeient de orrélation de rang relatif. En
eet, si x et y sont des observations des variables aléatoires X et Y de distributions
respetives F et G alors les rangs relatifs de x et y sont donnés par u = F (x) et
v = G(y). On note que les rangs sont des observations des variables U = F (X) et
V = G(Y ) dont la distribution jointe est la opule C. Puisque U et V ont haune
une espérane égale à 1/2 et une variane égale à 1/12, on peut réérire le rho de
Spearman omme étant :
̺X,Y = 12 E(UV )− 3 = E(UV )− 1/4
1/12
=
E(UV )− E(U)E(V )√
Var(U)Var(V )
=
Cov(U, V )√
Var(U)Var(V )
= Corr(U, V ) .
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Le rho de Spearman est don égal au oeient de orrélation des rangs relatifs de
X et Y . Sarsini [133℄ démontre que le rho de Spearman satisfait la dénition 9.2
et est, par onséquent, une mesure de onordane.
9.2.3 Le oeient de orrélation est-il une mesure de onor-
dane ?
Le oeient de orrélation est, omme on l'a noté au hapitre 7, la statistique la
plus employée lorsqu'il s'agit d'étudier l'assoiation entre deux variables aléatoires.
On se pose ii la question de savoir si le oeient de orrélation est une mesure
de onordane selon la dénition 9.2. Soit ρXY le oeient de orrélation de deux
variables aléatoiresX et Y . En utilisant les travaux de Then [146℄, on peut montrer
les résultats suivants :
1. Si la opule de X et Y est C⊥, alors ρXY = 0 ;
2. ρ est une mesure roissante par rapport à l'ordre de onordane :
C1 ≻ C2 ⇒ ρC1 ≥ ρC2 ; (9.9)
3. ρXY est bornée :
ρ−XY ≤ ρXY ≤ ρ+XY , (9.10)
et les bornes sont atteintes pour les opules C
−
et C
+
.
Néanmoins, même si la orrélation est une statistique bornée omme le dit l'équa-
tion (9.10), es bornes ne sont pas néessairement −1 et 1 même pour des variables
aléatoires ontre-monotones et o-monotones omme l'exige les points 1 et 2 du
théorème 9.3. C'est-à-dire que deux variables aléatoires liées par la opule C
−
n'ont
pas forément un oeient de orrélation égal à -1 et deux variables aléatoires liées
par la opule C
+
n'ont pas forément un oeient de orrélation égal à 1.
En fait, les valeurs −1 et 1 sont atteintes seulement lorsque Y est une fontion
linéaire de X. C'est la raison pour laquelle la orrélation est une mesure de dé-
pendane linéaire (voir Embrehts et al [58℄). En as de dépendane linéaire
parfaite, 'est-à-dire Y = aX + b ave a ∈ R \ {0} et b ∈ R, on a ρX,Y = ±1.
En as de dépendane linéaire imparfaite, on a une inégalité strite −1 < ρX,Y < 1.
Pour illustrer ette situation, on onsidère deux variables X et Y de distribution
lognormale : X ∼ LN(0, σ21) et Y ∼ LN(0, σ22). On note ρmin la orrélation minimale
et ρmax la orrélation maximale. On peut montrer que (voir Wang et al [147℄) :
ρmax =
eσ1σ2 − 1√
eσ
2
1 − 1
√
eσ
2
1 − 1
(9.11)
et
ρmin =
e−σ1σ2 − 1√
eσ
2
1 − 1
√
eσ
2
1 − 1
(9.12)
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On note d'une part que les valeurs extrémales des orrélations ne sont pas égales à
-1 et 1 et d'autre part, la orrélation dépend des distributions marginales.
Lorsque σ1 = 0.1 ou σ1 = 1, on obtient la gure 9.1 qui montre que les valeurs ρmin
et ρmax dépendent de la valeur de σ2.
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Fig. 9.1  ρmin et ρmax en fontion de l'éart-type
D'après le théorème 9.3, toutes les mesures de onordane doivent rester invariantes
pour des transformations monotones des variables aléatoires. Mais on peut montrer
que la solution de l'équation
ρX,Y = ρα(X)β(Y ) (9.13)
est α(X) = a1X + b1 et β(X) = a2X + b2 ave a1 > 0 et a2 > 0. Le oeient de
orrélation n'est pas une mesure invariante pour toutes les transformations mono-
tones et n'est don pas une mesure de onordane. En partiulier nous avons par
exemple
ρX,Y 6= ρlog(X) log(Y ) .
De plus, il est impossible d'exprimer le oeient de orrélation entre deux variables
aléatoires omme une fontion de la opule entre es variables puisque la orrélation
dépend des distributions marginales. En eet, le alul du oeient de orrélation
de deux variables aléatoires néessite l'espérane mathématique et l'éart-type des
deux variables. On verra par la suite que pour les distributions elliptiques omme
la distribution normale multivariée ou la distribution de Student multivariée, la
orrélation est le paramètre qui dérit la dépendane entre les variables aléatoires.
Pour es distributions les oeients de orrélation assoiées aux bornes de Fréhet-
Hoeding, ρC− et ρC+ sont respetivement égales à −1 et 1.
Enn, omme on l'a mentionné à la setion 7.3, l'indépendane entre deux variables
aléatoires implique que la orrélation est égale à 0, mais une orrélation nulle n'im-
plique pas en général l'indépendane entre deux variables aléatoires. Un exemple
simple de ette situation est obtenu en onsidérant X ∼ N(0, 1) et Y = X2. Dans e
as, on obtient Cov(X, Y ) = E(XY ) = E(X3) = 0 vu que le troisième moment d'une
distribution normale est 0. La orrélation entre les deux variables est par onséquent
nulle alors qu'il est évident que es deux variables sont dépendantes.
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Pour tous les raisons itées i-haut, le oeient de orrélation n'est non seulement
pas une mesure de onordane mais est une mesure partielle et imparfaite pour
apturer la dépendane entre deux variables aléatoires X et Y . La setion suivante
introduit brièvement un autre type de mesures d'assoiation peu employé en nane,
les mesures de dépendane.
9.3 Mesures de dépendane
Dans la setion 9.2 on disuté les mesures d'assoiation basées sur la notion de
onordane. Dans ette setion, on disute une autre lasse de mesures d'assoiation
qui sont des mesures de dépendane telles que dénies par Rényi [125℄, Shweizer
& Wolff [140℄. Il s'agit ii de mesures basées sur la distane entre la opule de
deux variables aléatoires X et Y et la opule produit qui est la opule aratérisant
des variables aléatoires indépendantes.
Les mesures de dépendane sont des statistiques qui mesurent la dépendane sans
tenir ompte du fait que elle-i soit positive ou négative. C'est la raison pour laquelle
elles sont peu employées en éonomie et en nane en partiulier où l'on s'intéresse
non seulement au degré de dépendane mais aussi au signe de ette dépendane.
Dénition 9.3. Une mesure d'assoiation δ entre deux variables aléatoires onti-
nues X et Y dont la opule est C est une mesure de dépendane si elle satisfait les
propriétés suivantes :
1. δ est dénie pour toute paire (X, Y ) de variables aléatoires ontinues ;
2. 0 = δ(C⊥) ≤ δ(C) ≤ δ(C+) = 1 ;
3. δX,Y = δY,X ;
4. δX,Y = δ(C
⊥) si et seulement si X et Y sont indépendantes ;
5. δX,Y = δ(C
+) = δ(C−) = 1 si et seulement si Y est une fontion stritement
monotone de X ;
6. Si α et β sont des fontions stritement monotones respetivement sur I(X)
et I(Y ), alors
δα(X),β(Y ) = δX,Y ; (9.14)
7. Si {(Xn, Yn)} est une séquene de variables aléatoires ontinues dont la opule
estCn, et si {Cn} onverge versC (pointwise onvergene), alors limn→∞ κCn =
κC .
Shweizer & Wolff [140℄ développent diérentes mesures qui vérient la dé-
nition 9.3. Soient deux variables aléatoires X et Y dont la opule est C, alors les
mesures suivantes sont des mesures de dépendane.
σX,Y = σC = 12
∫ ∫
I2
|C(u, u)−C⊥(u, v)| du dv (9.15)
Φ2X,Y = Φ
2
C
= 90
∫ ∫
I2
|C(u, u)−C⊥(u, v)|2du dv (9.16)
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En dehors des mesures de onordane et de dépendane, il existe d'autres onepts
de dépendane. En fait, la dépendane entre une paire de variables aléatoires peut
s'interpréter omme étant un sous-ensemble de toutes les fontions de distributions
jointes ompatibles ave les marges de es deux variables aléatoires. La dépendane
entre deux variables aléatoires est alors dérite par l'identiation des opules, ou
l'identiation des propriétés des opules qui orrespondent aux fontions de distri-
bution jointes du sous-ensemble.
Deux onepts de dépendane plus ou moins naturels sont la dépendane positive
et la dépendane négative que l'on expliite i-dessous en termes de propriétés
des opules.
Dénition 9.4. Soient deux variables aléatoiresX et Y .X et Y ont une dépendane
positive si pour tout (x, y) ∈ R2,
P (X ≤ x, Y ≤ y) ≥ P (X ≤ x) · P (Y ≤ y) (9.17)
X et Y ont une dépendane négative si pour tout (x, y) ∈ R2,
P (X ≤ x, Y ≤ y) ≤ P (X ≤ x) · P (Y ≤ y) (9.18)
Ce onept de dépendane s'exprime par une propriété de la opule de X et Y .
On dit que la opule de deux variables aléatoire est une struture de dépendane
positive ou négative. Deux variables aléatoires X et Y ont une dépendane positive
lorsque
CXY ≻ C⊥ ;
et X et Y ont une dépendane positive lorsque
CXY ≺ C⊥ .
Il faut rappeler que omme l'ordre de onordane ≻ (voir dénition 8.2) n'est pas
un ordre total, il existe des opules qui ne sont ni une struture positive ni une
struture négative. On note que, omme l'indépendane, la dépendane (positive
ou négative) est une propriété de la opule de deux variables aléatoires ontinues,
et par onséquent, est invariable lorsque les variables aléatoires sont sujettes à des
transformations stritement roissante.
9.4 La dépendane de queue
En gestion de risque en général et en gestion du risque de rédit en partiulier on
s'intéresse justement à des événements de faible probabilité mais qui ont un impat
important sur la valeur d'un portefeuille de titres. Le défaut d'un rédit orrespond
à e type d'événement et une gestion des risques eae doit non seulement prendre
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en ompte les défauts individuels des rédits mais doit aussi être en mesure de se
prononer sur la vraisemblane des défauts simultanés dans le portefeuille.
La théorie unidimensionnelle des valeurs extrêmes développée par Embrehts et
al [56℄ a pour objet l'étude du omportement asymptotique d'une distribution uni-
dimensionnelle quelonque F . Elle a été développée pour l'estimation de probabilités
d'ourrenes d'événements rares en permettant d'extrapoler le omportement de la
queue de distribution des données à partir des plus grandes données observées.
Soit x+ et x− des points de F tels que x+ = sup{x : F (x) < 1} et x− = inf{x :
F (x) > 0}. La notion de queue épaisse aratérise le omportement de F aux points
x+ et x−.
Dans le as multidimensionnel, le problème est plus diile puisqu'il faut aratériser
le omportement d'une distribution multidimensionnelle F (x1, . . . , xN) aux points
(x+1 , . . . x
+
N ) et (x
−
1 , . . . x
−
N ). La dépendane de queue se rapporte à l'étude du degré
de dépendane entre les événements extrêmes.
La déomposition anonique F (x1, . . . , xN) = C(F1(x1), . . . , Fn(xN )) permet de sim-
plier largement le problème. On montre dans ette setion que la dépendane de
queue est une propriété de la opule des variables X1, . . . , XN . Mais avant de faire le
lien entre dépendane de queue et opule, il est utile de dénir, voir dénitions 9.5
et 9.6, les mesures de dépendane de queue respetivement à gauhe et à droite.
Dénition 9.5. Soient X et Y deux variables aléatoires dont les fontions de dis-
tributions sont F et G respetivement et soient U = F (X) et V = G(X). La mesure
λL = lim
u→0+
P (Y < G−1(u)|X < F−1(u)) (9.19)
est appelée mesure de dépendane de queue à gauhe de X et Y . X et Y sont dites
 asymptotiquement indépendantes à gauhe si λL = 0 ;
 asymptotiquement dépendantes à gauhe si λL ∈ (0, 1].
L'équation (9.19) donne la probabilité onditionnelle que la variable aléatoire Y
soit inférieure au u-quantile y(u) de la distribution G étant donné que la variable
aléatoire X est elle aussi inférieure au u-quantile x(u) de la distribution F . On voit
que es deux quantiles orrespondent au même seuil, 'est pourquoi λL est aussi
appelée quantile-quantile dependene measure (voir Coles et al [32℄). Si ette
probabilité est nulle, l'apparition d'une valeur extrême de X n'a pas d'inuene sur
l'apparition d'une valeur extrême de Y . Si ette probabilité est égale à 1, ei signie
que les extrêmes sont parfaitement dépendants. Pour toutes les valeurs entre 0 et 1
ela signie que les deux variables aléatoires présentent une dépendane de queue à
gauhe en d'autres termes que de très petites réalisations de la variable X tendent
à impliquer de très petites réalisations de la variable Y et vie-versa.
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Dénition 9.6. Soient X et Y deux variables aléatoires dont les fontions de dis-
tributions sont F et G respetivement et soient U = F (X) et V = G(Y ). La mesure
λU = lim
u→1−
P (Y > G−1(u)|X > F−1(u)) (9.20)
est appelée mesure de dépendane de queue à droite de X et Y . X et Y sont dites
 asymptotiquement indépendantes à droite si λU = 0 ;
 asymptotiquement dépendantes à droite si λU ∈ (0, 1].
Cette mesure s'interprète exatement omme λL en e sens que lorsque deux va-
riables aléatoires présentent une dépendane de queue à droite. Cei signie que de
très grandes réalisations de la variable X tendent à impliquer de très grandes
valeurs de la variable Y et vie-versa. Par exemple, les deux distributions simulées
de la gure 9.2 possèdent le même oeient de orrélation. Néanmoins, on observe
dans le graphique de gauhe une forte dépendane de queue à droite et dans le
graphique de droite une forte dépendane de queue à gauhe.
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Fig. 9.2  Illustration de la dépendane de queue à gauhe et à droite
Si la opule de X et Y est C, alors elle-i dérit de manière exhaustive la dépen-
dane entre X et Y . La opule C ontient par onséquent toute l'information sur
la dépendane de queue de X et Y omme le suggère la dénition suivante, voir
Joe [98℄ p. 33.
Dénition 9.7. Soit X et Y deux variables aléatoires dont la opule est C telles
que les deux grandeurs suivantes existent.
λL = lim
u→0+
C(u, u)
u
. (9.21)
λU = lim
u→1−
1− 2u+C(u, u)
1− u . (9.22)
On dit que la opule C omporte une dépendane de queue à gauhe, respetivement
à droite si λL respetivement λU se trouvent dans l'intervalle (0, 1].
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Les mesures λL et λU ont des expressions simpliées, surtout lorsque la opule pré-
sente une forme numérique ompliquée et la forme des distributions onditionnelles
est plus simple, voir Embrehts et al [57℄ p.14 et ss :
λL = lim
u→0+
C(u, u)
u
= lim
u→0+
(∂uC(u, v)|v=u + ∂vC(u, v)|v=u)
= lim
u→0+
(P (V < u|U = u) + P (U < v|V = v)) .
λU = lim
u→1−
1− 2u+C(u, u)
1− u
= − lim
u→1−
(−2 + ∂uC(u, v)|v=u + ∂vC(u, v)|v=u)
= lim
u→1−
(P (V > u|U = u) + P (U > u|U = u)) .
Lorsque la opule C est symétrique 'est-à-dire que C(u, v) = C(v, u), on obtient
λL = 2 lim
u→0+
P (V < u|U = u) , (9.23)
et
λU = 2 lim
u→1−
P (V > u|U = u) . (9.24)
De plus, lorsque la opule C possède la propriété de symétrie radiale (voir déni-
tion (8.25)), on peut montrer que la mesure de dépendane de queue à droite est
égale à la mesure de dépendane de queue à gauhe. En eet, une opule C qui
possède la propriété de symétrie radiale vérie l'équation :
C(u, v) = u+ v − 1 +C(1− u, 1− v) .
On a par onséquent
λL = lim
u→0+
C(u, u)
u
= lim
u→0+
u+ u− 1 +C(u, u)
u
= lim
u′→1−
1− 2u′ +C(u′, u′)
u′
ave u′ = 1− u
= λU
Le hapitre suivant traite en autres les opules elliptiques qui possèdent justement
la propriété de symétrie radiales et pour lesquelles λU = λL. Enn, puisque la
dépendane de queue est une propriété de la opule, elle est invariante par rapport
aux transformations monotones roissantes des variables aléatoires.
Chapitre 10
Les opules paramétriques
Il existe une multitude de opules permettant de aratériser une multitude de stru-
tures de dépendane. Cependant, e hapitre traitera du sous-ensemble de opules
dites paramétriques 'est-à-dire des fontions qui dépendent de un ou de quelques
paramètres. Ce sous-ensemble est onstitué de nombreuses familles qui orent une
diversité susante pour modéliser les strutures de dépendane les plus ourantes.
Le hapitre 5 de Joe [98℄ se veut une référene en e qui onerne les familles de
opules paramétriques ainsi que leurs propriétés. Ces opules sont d'un grand intérêt
pour la gestion des risques ar elles permettent de onstruire des modèles de distribu-
tion multidimensionnelles paramétriques ou semi-paramétriques. De plus, ertaines
familles sont numériquement simples de telle manière qu'il est plus ou moins faile
d'en estimer les paramètres.
Pour les opules paramétriques, la notation hoisie est Cθ où θ est l'ensemble des
paramètres de la opule et on verra que le degré de dépendane varie justement ave
les paramètres de la opule. En plus des mesures de d'assoiation usuelles assoiées
à es opules, les prinipales propriétés que l'on onsidérera sont la symétrie radiale
ainsi que la dépendane de queue.
Dans e hapitre, on présentera deux familles de opules qui sont les plus usuelles et
les plus simples. Il s'agit de la famille des opules elliptiques, dont on présentera la
opule normale et la opule de Student. Ensuite on présentera la famille des opules
arhimédiennes dont on disutera plus en détail les opules de Gumbel et de Clayton.
10.1 La famille des opules elliptiques
Les opules elliptiques sont les opules assoiées aux distributions multidimension-
nelles elliptiques. La lasse des distributions elliptiques est essentiellement la lasse
des distributions ayant la propriété de symétrie radiale. Ces distributions sont très
largement utilisées en éonomie et en nane. Une propriété importante des distribu-
tions elliptiques est la propriété de linéarité qui implique qu'une somme de variables
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aléatoires suivant une distribution elliptique suit elle aussi une distribution ellip-
tique. Cete propriété est partiulièrement intéressante en théorie de portefeuille. La
plus populaire des distributions elliptiques est sans doute la loi normale qui est inté-
ressante pour sa tratabilité. La dénition suivante des distributions elliptiques est
donnée dans Fang et al [60℄.
Dénition 10.1. Un veteur aléatoire à N dimensions X possède une distribution
elliptique d'espérane mathématique µ ∈ ℜN et de matrie de ovariane Σ ∈ ℜN×N
si
X
d
= µ+ A′Y (10.1)
où A′A = Σ et Y est un veteur aléatoire de distribution sphérique, 'est-à-dire que
la fontion aratéristique ψ(t) de Y a la forme
ψ(t) = Φ(t′t), t ∈ ℜN
pour une fontion Φ : R→ R. On dénote ette lasse EN (µ,Σ,Φ).
Lorsque X ∈ EN (µ,Σ,Φ), alors la densité de X, lorsqu'elle existe s'érit :
f(X) = |Σ|−1/2g((x− µ)′Σ−1(x− µ)) (10.2)
pour une fontion g : ℜ → ℜ+ appelée générateur de densité.
Il existe plusieurs générateurs mais les plus onnus sont les générateurs de la densité
normale, de la densité Student et aussi des densités logistiques et de Laplae. On
dérit i-après les propriétés des distributions normale et de Student à travers leurs
opules respetives.
10.1.1 La famille des opules normales
On onsidère un veteur aléatoire X = (X1, X2, . . . , XN)
′
qui suit une distribution
normale multivariée de paramètres µ et Σ. On a
X
d
= µ+ AZ (10.3)
où Σ = A′A et Z est un veteur aléatoire de distribution normale standardisée. Le
générateur de densité de la loi normale est
gn(u) = exp(−u/2) (10.4)
et on obtient la fontion de densité de la loi normale multivariée :
ϕ(x) =
1
(2π)N/2|Σ|1/2 exp
(
−1
2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)
)
. (10.5)
Les premier et deuxième moments du veteur X sont respetivement :
E(X) = µ
10.1. La famille des opules elliptiques 119
et
Cov(X) = Σ =

σ11 σ12 . . . σ1N
σ21 σ22 . . . σ2N
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
σN1 σN2 . . . σNN

où σij = E(Xi − µi)(Xj − µj), pour i, j = 1, 2, . . . , N . La matrie de orrélation ρ
du veteur aléatoire X est donnée par :
ρ = CorrX =

1 ρ12 . . . ρ1N
ρ21 1 . . . ρ2N
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
ρN1 ρN2 . . . 1

où ρij = σij/σiσj .
Pour un veteur aléatoire bivarié X = (X1, X2) qui suit une distribution normale
bivariée, de paramètres µ = (0, 0)′ et ρ12 = 0.8, la gure 10.1 représente la fontion
de densité et des lignes de niveau. On voit bien que la distribution est symétrique
et que les lignes de niveau ont une forme elliptique.
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Fig. 10.1  Fontion de densité et lignes de niveau de la distribution normale bivariée
ave ρ12 = 0.8.
On s'intéresse maintenant à la opule d'un veteur aléatoireX = (X1, X2, . . . , XN)
′
qui suit une distribution normale multivariée. Pour des raisons de simpliité, on
onsidère une distribution normale standardisée à N dimensions dont la matrie de
orrélation est ρ. Toute distribution normale multidimensionnelle de paramètres µ et
Σ peut être générée lorsque qu'on a un veteur de distribution normale standardisée
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à l'aide de l'équation (10.3). La fontion de densité de la loi normale standardisée à
N dimensions est :
φ(x) =
1
(2π)N/2|ρ|1/2 exp
(
−1
2
x′ρ−1x
)
. (10.6)
Le orollaire 8.2 du théorème de Sklar à N dimensions donne l'expression suivante
de toute opule :
C(u1, u2, . . . , uN) = F (F
(−1)
1 (u1), F
(−1)
2 (u2), . . . F
(−1)
N (uN)) ; (10.7)
où dans e as F est la fontion de distribution Φρ de la loi normale standardisée
multivariée ave la matrie de orrélation ρ et F1, F2, . . . , FN sont les fontions de
distribution de la loi normale univariée. La opule normale s'érit par onséquent :
C
N
ρ(u1, u2, . . . , un) = Φρ(Φ
−1(u1),Φ
−1(u2), . . . ,Φ
−1(uN)) (10.8)
ou de manière plus expliite en utilisant l'expression de la densité normale multiva-
riée :
C
N
ρ =
1
(2pi)N/2|ρ|1/2 ·
∫ Φ−1(u1)
−∞
. . .
∫ Φ−1(uN )
−∞
exp
(
−1
2
x′ρ−1x
)
dx1 . . . dxN .
(10.9)
A partir du théorème de Sklar, on peut déduire la relation qui relie la densité mul-
tivariée, les densités univariées et la densité de la opule, voir équation 8.10 :
f(x1, . . . , xn) = c(F1(x1), . . . , F1(x1))
n∏
i=1
fi(xi) . (10.10)
On a don, dans le as de la distribution normale multivariée l'équation suivante :
φ(x1, . . . , xn) = c(Φ(x1), . . . ,Φ(x1))
n∏
i=1
φ(xi) ,
qui permet d'obtenir la densité de la opule normale suivante :
c
N
ρ(u) =
1
|ρ|1/2 exp
(
−1
2
ς ′(ρ′ − I)ς
)
; (10.11)
ave ς= Φ−1(u) ave u = (u1, . . . , uN)
′
et I la matrie identité de dimension N ×N .
Comme on peut le voir dans l'expression de la opule normale, l'unique paramètre
de ette opule est la matrie de orrélation ρ. La opule normale est positivement
ordonnée par rapport au paramètre ρ. Cei signie que pour une opule normale
bivariée on a :
C
N
ρ=−1 ≺ CNρ<0 ≺ CNρ=0 ≺ CNρ>0 ≺ CNρ=1
Par ailleurs elle atteint les deux bornes de Fréhet-Hoeding C
N
ρ=−1 = C
−
et C
N
ρ=1 =
C
+
. La gure 10.2 présente le graphe à trois dimensions et les lignes de niveau d'une
opule normale bivariée de paramètre ρ = 0.8.
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Fig. 10.2  Représentation graphique et lignes de niveau de la opule normale bi-
variée de paramètre ρ = 0.8.
La opule normale possède la propriété de symétrie radiale, e qui veut dire que
la opule normale est égale à la opule normale de survie (voir théorème 8.8). La
version bivariée de la opule normale, voir équation 10.8 est :
C
N
ρ (u, v) = Φρ(Φ
−1(u),Φ−1(v)) .
Lorsque l'on remplae Φ−1(u) et Φ−1(v) respetivement par u˜ et par v˜, on obtient
en utilisant la propriété de symétrie de la loi normale :
C
N
ρ (u, v) = Φρ(u˜, v˜)
= Φ(u˜) + Φ(v˜)− 1 + Φρ(1− u˜, 1− v˜)
Étant donné que Φ(u˜) = Φ(Φ−1(u)) = u, on obtient ainsi
C
N
ρ (u, v) = u+ v − 1 +CNρ (1− u, 1− v) = C¯Nρ (u, v) . (10.12)
Cette propriété de symétrie radiale a pour onséquene que la dépendane de queue
à droite et à gauhe sont égales.
Plusieurs modèles en nane supposent une distribution normale multivariée des
rendements d'un portefeuille. Cei suppose d'une part la modélisation des marges
par des distributions normales et d'autre part la modélisation de la dépendane entre
les rendements individuels par une opule normale. En risque de rédit, plusieurs
modèles emploient omme unique mesure d'assoiation entre les défauts individuels
les orrélation des défauts. Cei implique aussi impliitement l'emploi d'une opule
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normale puisque 'est la seule opule qui est entièrement aratérisée par le oe-
ient de orrélation.
Puisque la matrie de orrélation aratérise totalement la opule normale, toutes
les aratérisques de dépendane telles que mesures de onordane et dépendane
de queue seront fontion de et unique paramètre.
Mesure de onordane
Soient les variables aléatoires X1, . . . , XN reliées une opule normale C
N
ρ. Pour
haque paire (Xi, Xj) de variables aléatoires, les expressions du tau de Kendall et
du rho de Spearman sont données respetivement par, voir Lindskog et al [123℄ :
τij =
2
π
arcsin(ρij), i, j = 1, . . . , N ; (10.13)
et
̺ij =
6
π
arcsin
(ρij
2
)
, i, j = 1, . . . , N . (10.14)
La dépendane de queue
Soient à nouveau deux variables aléatoires de distribution normale standardiséeX, Y
reliées par une opule normale de paramètre ρ. La dépendane de queue à gauhe
pour une opule normale est donnée par l'équation (9.23) puisque la famille des
opules normale est symétrique C
N
ρ (u, v)) = C
N
ρ (v, u) :
λL = 2 lim
u→0+
P (V < u|U = u) ;
où U = Φ(X) et V = Φ(Y ). La fontion de distribution Φ est monotone roissante et
possède un point droit inni et on obtient alors l'expression suivante pour la valeur
de λL :
λL = 2 lim
u→0+
P (V < u|U = u)
= 2 lim
x→−∞
P (Φ−1(V ) < x|Φ−1(U) = x)
= 2 lim
x→−∞
P (Y < x|X = x) . (10.15)
Puisque le veteur (X, Y ) suit une distribution multivariée normale standardisée de
paramètre ρ, la variable aléatoire Y |X = x suit aussi une distribution normale de
paramètres, voir Hogg & Craig [88℄ p.149 :
E(Y |X = x) = ρx et Var(Y |X = x) = 1− ρ2 .
L'équation (10.15) peut don être réérite de la manière suivante :
λL = 2 lim
x→−∞
Φ
(
x
√
1− ρ√
1 + ρ
)
. (10.16)
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Par onséquent, pour deux variables X et Y reliées par la opule normale, on a
λL = 0 pour −1 < ρ < 1 et λL = 1 si ρ = 1. Pour ρ = −1, la dépendane de queue
à gauhe n'est pas dénie.
De manière analogue, la mesure de dépendane de queue à droite pour une opule
symétrique est donnée par l'équation (9.24). Dans le as partiulier de la opule
normale on obtient :
λU = 2 lim
x→∞
(
1− Φ
(
x
√
1− ρ√
1 + ρ
))
. (10.17)
On observe que pour la opule normale, λL = λU = 0 pour des valeurs de −1 < ρ <
1. La opule normale ne permet don pas de modéliser une dépendane des valeurs
extrêmes des variables aléatoires.
10.1.2 La famille des opules de Student
Comme la opule normale, la opule t de Student est la opule assoiée à la distribu-
tion multidimensionnelle de Student. Soit Z = (Z1, Z2, . . . , ZN)
′
un veteur aléatoire
de distribution normale entrée réduite (Z ∼ N(0,ρ)) et S est une variable aléatoire
indépendante du veteur Z et de distribution χ2 ave ν degrés de liberté. Alors, le
veteur aléatoire X = (X1, X2, . . . , XN)
′
déni omme suit :
X = Z
√
ν
S
(10.18)
suit une distribution de Student multivariée dont ρ est la matrie de orrélation et
ν le nombre de degrés de liberté , et voir Johnson & Kotz [100℄, p. 132 ss.
Le générateur de densité de la loi de student est
gn(u) =
(
1 +
u
m
)−(n+m)/2
m ∈ N\{0} (10.19)
et on obtient la fontion de densité de la loi de student multivariée :
t(x) =
Γ(ν+N
2
)
Γ(ν
2
)(πν)N/2
|Σ|−1/2 (1 + ν−1(x− µ)′Σ−1(x− µ))− ν+N2 ; (10.20)
où Γ est la fontion de distribution gamma donnée par
Γ(α) =
∫ ∞
0
yα−1e−αdy .
La gure 10.3 représente la fontion de densité et lignes de niveau de la distribution
de student bivariée pour ρ = 0.8 et ν = 4. On observe, omme pour la loi normale,
que la distribution est symétrique et que les lignes de niveau ont une forme elliptique.
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Fig. 10.3  Fontion de densité et lignes de niveau de la distribution t bivariée pour
ρ12 = 0.8 et ν = 4.
On s'intéresse maintenant à la opule des variables aléatoiresX1, . . . , XN qui suivent
une distribution multivariée de Student. Le orollaire 8.2 du théorème de Sklar à N
dimensions donne l'expression suivante de la opule de Student :
C
T
ρ,ν(u1, u2, . . . , uN) = Tρ,ν(T
(−1)
ν (u1), T
(−1)
ν (u2), . . . T
(−1)
ν (uN)) ; (10.21)
où T est la fontion de distribution d'une loi de student multivariée de paramètres ν
et ρ et T est la fontion de distribution univariée d'une loi de student ave ν degrés
de liberté.
En utilisant l'expression de la densité de student on obtient l'expression suivante
expliite de la opule de student :
C
T
ρ,ν(u1, u2, . . . , uN) =
Γ( ν+N
2
)
Γ( ν
2
)(piν)N/2
|ρ|−1/2 ·
∫ T−1ν (u1)
−∞
. . .
∫ T−1ν (uN )
−∞
(1 + ν−1x′ρ−1x)
− ν+N
2 dx1 . . . dxN .
(10.22)
On peut montrer que la densité de la opule de Student est (voir Ronalli [128℄) :
c
T
ρ,ν(u1, u2, . . . , uN) = |ρ|−1/2
Γ(ν+N
2
)[Γ(ν
2
]N
(
1 + 1
ν
ς'ρ−1ς
)− ν+N
2
[Γ(ν+1
2
)]NΓ(ν
2
)
∏N
i=1
(
1 +
ς2i
ν
)− ν+1
2
,
(10.23)
où ςi = T
−1
ν (ui).
La gure 10.4 donne une représentation graphique d'une opule bivariée de student,
de paramètres ρ = 0.8 et ν = 4.
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Fig. 10.4  Représentation graphique et lignes de niveau de la opule de Student
bivariée de paramètre ρ = 0.8 et ν = 4.
Comme la opule normale, la opule de Student est une opule positivement ordon-
née par rapport à la matrie de orrélation pour un nombre de degré de liberté déni.
La opule de Student atteint aussi les bornes basse et hautes de Fréhet-Hoeding
mais il est important de noter qu'elle n'est jamais égale à la opule produit, même
lorsque ρ = 0.
Mesures de dépendane
Soient les variables aléatoires X1, . . . , XN reliées une opule de Student C
N
ρ,ν . Pour
haque paire (Xi, Xj) de variables aléatoires, Lindskog [123℄ montre que l'expres-
sions du tau de Kendall est identique que pour la opule normale :
τij =
2
π
arcsin(ρij), i, j = 1, . . . , N ; (10.24)
Par ontre, il n'existe pas de d'expression analytique pour le rho de Spearmann, mais
Ronalli [128℄ p. 227 remarque numériquement que ̺T > ̺Φ pour une orrélation
négative et ̺T < ̺Φ pour une orrélation positive.
La dépendane de queue
La opule de Student est une opule qui possède la propriété de symétrie radiale, voir
Demarta & MNeil [45℄, e qui implique l'égalité des mesures de dépendane de
queue à droite et à gauhe. Les mesures simpliées de dépendane de queue à gauhe
et à droite sont données respetivement par les équations (9.23) et (9.24). Soit un
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veteur aléatoire (X, Y )′ de qui suit une distribution multidimensionnelle de Student
de paramètres ρ et ν. Conditionnellement à X = x on a (voir Ronalli [128℄
p. 227) : (
ν + 1
ν + x2
)1/2
Y − ρx√
1− ρ2 ∼ tν+1 .
La variable Y |X = x suit don une distribution de Student ave ν + 1 degrés de
liberté et dont les deux premiers moments sont :
E(Y |X = x) = ρx et Var(Y |X = x) =
(
ν + x2
ν + 1
)
(1− ρ2) .
Puisque la opule de Student possède la propriété de symétrie radiale, les mesures
de dépendane de queue à gauhe et à droite sont égales et sont données par :
λL = λU = 2 lim
x→−∞
(
1− Tν+1
(
ν + 1
ν + x2
)1/2
x− ρx√
1− ρ2
)
= 2 lim
x→−∞
(
1− Tν+1
(
ν + 1
ν
x2
+ 1
)1/2 √
1− ρ√
1 + ρ
)
= 2
(
1− Tν+1
(√
ν + 1
√
1− ρ√
1 + ρ
))
. (10.25)
Deux variables aléatoires X et Y dont la opule est une opule de student sont
asymptotiquement dépendantes lorsque ρ > −1. Comme onséquene de la symé-
trie radiale de la opule de Student, ette dépendane est symétrique et est une
fontion déroissante du nombre de degré de liberté pour une orrélation donnée.
Les oeients de dépendane de queue sont données dans la table 10.1. On observe,
que même pour une orrélation nulle ou négative, la opule de student implique une
dépendane de queue non nulle.
HHHHHHν
ρ −0.5 0 0.5 0.9 1
2 0.06 0.18 0.39 0.72 1.00
5 0.01 0.05 0.21 0.59 1.00
10 0.00 0.01 0.08 0.46 1.00
∞ 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
Tab. 10.1  Valeurs de λL ou λU impliquées
par la opule de student pour diérentes va-
leurs de ν et ρ.
Comparaison de la opule normale et la opule de Student
Les familles des opules normale et de student sont toutes deux des familles positi-
vement ordonnées par rapport au paramètre ρ.
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Ces deux familles atteignent les bornes inférieure et supérieure de Fréhet pour
ρ = −1 respetivement ρ = 1. On a
Cρ=−1 = C
−
Cρ=1 = C
+
(10.26)
Pour la opule normale, le as de variables aléatoires indépendantes est dérite par
C
N
ρ=0 = C
⊥
mais ei n'est pas le as pour la opule de Student. En eet, on a
C
T
ρ=0,ν 6= C⊥ ar si la opule de Student pour ρ = 0 était la opule C⊥, ela
impliquerait que la dépendane de queue λ soit égale à 0. Cei n'est pas le as,
puisque selon l'équation (10.18), un veteur aléatoire de distribution de Student
est déni omme le rapport entre un veteur aléatoire gaussien sur la raine d'une
variable aléatoire de distribution χ2 divisé par le nombre de degrés de liberté. Lorsque
ρ est égal à 0, il y a une dépendane résiduelle induite par la variable aléatoire de
distribution χ2, e qui implique que la opule de Student ave omme paramètre
ρ = 0 est diérente de la opule produit.
La diérene majeure entre les distributions multivariées normale et de Student
réside dans les queues de distributions. La distribution normale dispose de queues
érasées alors que la distribution de Student possède des queues plus ou moins
épaisses, selon le nombre de degrés de liberté. Cette propriété des deux distributions
est naturellement une propriété de la opule. En fait la opule normale est un as
partiulier de la opule de student lorsque ν → ∞. En eet. lorsque ν → ∞, on
obtient pour la mesure de dépendane de queue de la opule de Student :
λL = λU = lim
ν→∞
2 Tν+1
(
−
(√
ν + 1
√
1− ρ√
1 + ρ
))
= 0
La gure 10.5 permet de visualiser le omportement des queues de distributions
normale et Student pour un même oeient de orrélation ρ = 0.9. La gure
de gauhe représente des observations simulées suivant une loi normale bivariée
et elle de droite représente des observations simulées suivant une loi de Student
bivariée ave ν = 1 degré de liberté. On observe que pour la loi de Student plusieurs
observations sont situées dans les extrêmes gauhe et droit de la distribution.
La modélisation de la dépendane en nane par des opules elliptiques susite
quelque réserves. La ritique majeure des opules elliptiques repose dans le fait
qu'elles supposent une dépendane symétrique. L'observation des données (prix et
rendements) sur les marhés naniers remet en question l'aptitude de e type de
opule pour modéliser le o-mouvement des atifs et rédits naniers. Diérentes
études empiriques ont onlu à l'asymétrie des distributions jointes des rendements
des atifs. On peut iter les travaux de Patton [122℄, et de Hong & al [89℄. En
partiulier, Fortin & Kuzmis [62℄ observent que la distribution jointe empirique
des paires de rendements d'indies d'ations ahe une forte dépendane de queue
à gauhe et une faible dépendane de queue à droite de la distribution.
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Fig. 10.5  10'000 données simulées d'une distribution normale bivariée standardisée
ave ρ = 0.9 et d'une distribution de Student bivariée ave ν=1 degrés de liberté et
ρ = 0.9.
Les rendements des atifs ont don tendane à avoir un degré de dépendane diérent
selon la partie de la distribution. D'autres travaux sur l'eet de ontagion (assoiée
à l'interation entre les rmes et leurs partenaires) onluent que elle-i est plus
importante en période de rise (faibles rendements) qu'en période de d'expansion
(voir Chan-Lau & al [29℄, Hartmann & al [86℄). Les opules arhimédiennes
présentés à la setion suivante permettent de modéliser une dépendane diérente à
gauhe et droite des distributions.
10.2 Les familles de opules arhimédiennes
La famille des opules arhimédiennes permet, ontrairement à la famille des opules
elliptiques, de modéliser l'asymétrie de la dépendane dans les queues gauhes et
droites d'une distribution multivariée. De plus, ertaines sous-familles de opules
arhimédiennes sont numériquement simples de telle manière qu'il est plus ou moins
faile d'en estimer les paramètres.
Les opules arhimédiennes ont été développées par Shweizer & Sklar [138℄
dans l'étude des espaes métriques de probabilité mais leur usage en statistique
demeure assoiée au statistiien Christian Genest. Genest & MaKay [70℄
introduisent les opules arhimédiennes de façon originale et intuitive en partant
du as de la opule produit, C(u, v) = P (U ≤ u, V ≤ v) = uv. Ils envisagent un
as général dans lequel les variables ne sont pas indépendantes mais le deviennent
une fois l'éhelle de probabilité originale transformée. De manière spéique, ils
10.2. Les familles de opules arhimédiennes 129
onsidèrent une fontion roissante et ontinue ψ : I → I telle que ψ(0) = 0 et
ψ(1) = 1 et supposent que :
ψ(P (U ≤ u, V ≤ v)) = ψ(P (U ≤ u))× ψ(P (V ≤ v)) (10.27)
pour tout u, v ∈ I. Lorsque ψ(t) = t alors les variables aléatoires U et V sont indé-
pendantes. En posant ϕ(t) = − lnψ(t) pour tout t ∈ I, on réérit l'équation (10.27)
omme suit :
ϕ(C(u, v)) = ϕ(u) + ϕ(v) ,
oùC(u, v) = P (U ≤ u, V ≤ v). On obtient par onséquent une manière de onstruire
des opules à l'aide d'une fontion ϕ(t) qui peut être onsidérée omme un générateur
de opules.
Dénition 10.2. Soit une fontion ϕ : I → [0,∞[ ontinue et stritement dérois-
sante telle que ϕ(1) = 0. La pseudo-inverse de ϕ est la fontion ϕ[−1] : [0,∞[→ I
dénie omme suit :
ϕ[−1](t) =
{
ϕ−1 pour 0 ≤ t ≤ ϕ(0) ,
0 pour ϕ(0) ≤ t ≤ ∞ .
(10.28)
On note que ϕ[−1] est ontinue et non roissante sur son domaine [0,∞[ et stritement
déroissante sur l'intervalle [0, ϕ(0)]. De plus ϕ[−1](ϕ(u)) = u sur I et on obtient
ϕ
(
ϕ[−1](t)
)
=
{
t pour 0 ≤ t ≤ ϕ(0) ,
ϕ(0) pour ϕ(0) ≤ t ≤ ∞ .
On a par onséquent (
ϕ[−1](t)
)
= min(t, ϕ(0)) .
La dénition des pseudo-inverse permet de formuler le théorème suivant (voir Nel-
sen [119℄ p. 90ss).
Théorème 10.1. Soit une fontion ϕ : I → [0,∞[ ontinue et stritement mono-
tone déroissante telle que ϕ(1) = 0 et ϕ[−1] est sa pseudo-inverse dénie selon la
dénition 10.2. Alors la fontion C : I2 → I :
C
A(u, v) = ϕ[−1] [ϕ(u) + ϕ(v)] (10.29)
est une fontion opule bivariée telle que dénie à la dénition 8.1, lorsque ϕ est une
fontion onvexe.
La preuve de e théorème se trouve dans Nelsen [119℄ p.91. Le théorème 10.1
permet de donner la dénition suivante d'une opule arhimédienne bivariée.
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Dénition 10.3. Une opule onstruite à partir de l'équation (10.29) est dite o-
pule arhimédienne bivariée. La fontion ϕ est appelée générateur de la opule.
Lorsque ϕ[−1] = ϕ−1, on parle de générateur strit et la opule C est dite opule
arhimédienne bivariée strite. Si par exemple le générateur de la opule est ϕ(t) =
− ln t, on retrouve la opule produit C⊥(u, v) = − exp(−[(ln u) + (ln v)]) = uv qui
est don aussi une opule arhimédienne.
La densité d'une opule arhimédienne bivareé est donnée par (Cherubini & al [30℄
p. 122) :
c
A =
−ϕ′′(CA(u, v))ϕ′(u)ϕ(v)
(ϕ′(CA(u, c)))3
. (10.30)
Les opules arhimédiennes jouent un rle important ar elles présentent des pro-
priétés intéressantes et sont très maniables (voir Nelsen [119℄ p. 93).
Théorème 10.2. Si C(u, v) est une opule arhimédienne de générateur ϕ, alors :
1. C est symétrique, 'est-à-dire C(u, v) = C(v, u) pour tout u, v dans I ;
2. C est assoiative, 'est-à-dire C(u,C(v, w)) = C(C(u, v), w) pour tout u, v, w
dans I ;
3. Si c > 0 est une onstante quelonque, alors cϕ est aussi un générateur de la
opule C.
Il est à présent important d'introduire les opules arihimédiennes multivariées. La
onstrution d'une opule arhimédienne multivariée se fait selon le même prinipe
que la onstrution d'une opule bivariée :
C(u1, . . . , un) = ϕ
[−1](ϕ(u1) + . . . ϕ(un)) . (10.31)
Néanmoins, le générateur ϕ doit répondre à ertaines exigenes pour que la fontion
dénie par l'équation (10.31) soit bien une fontion opule, voir Nelsen [119℄ p. 121.
Dans e ontexte, il faut au préalable dénir la notion de fontion omplètement
monotone, (voir Widder [148℄ p.144 ss).
Dénition 10.4. Une fontion φ(t) est omplètement monotone sur un intervalle
J si elle est ontinue et si toutes ses dérivées d'ordre k = 0, 1, 2, . . . hangent alter-
nativement de signe de telle manière que
(−1)k d
k
dtk
φ(t) ≥ 0 . (10.32)
Par onséquent, si φ(t) est omplètement monotone sur [0,∞) et que φ(c) = 0 pour
un nombre c > 0, alors φ doit être égale à 0 sur tout l'intervalle [0,∞). Lorsque
la pseudo-inverse ϕ[−1] du générateur d'une opule arhimédienne est omplètement
monotone, elle-i doit être positive sur [0,∞), e qui implique que ϕ est strite
et don ϕ[−1] = ϕ−1. Le théorème suivant donne les onditions néessaires et su-
santes pour qu'un générateur strit ϕ puisse générer une opule arhimédienne à N
dimensions.
10.2. Les familles de opules arhimédiennes 131
Théorème 10.3. Soit ϕ : I → ∞ une fontion ontinue stritement déroissante
telle que ϕ(0) = ∞ et ϕ(1) = 0 et soit ϕ−1 son inverse. Si CN : IN → I est une
fontion donnée par l'équation (10.31), alors C
N
est une opule à N dimensions
(N ≥ 2) si et seulement si ϕ−1 est omplètement monotone sur [0,∞).
Mesures de dépendane
Au hapitre 9, on a vu que toutes les mesures de dépendanes étaient une fontion
plus ou moins ompliquée de opule. Pour les opules arhimédiennes, le alul
de ertaines mesures de dépendane s'avère moins laborieux que les formulations
dérites à la setion 9.2.
Théorème 10.4. Soient deux variables aléatoires X et Y dont la la struture de
dépendane est une opule arhimédienne C
A
de générateur ϕ(t). Alors le tau de
Kendall s'érit :
τXY = τCA = 1 + 4
∫ 1
0
ϕ(t)
ϕ′(t)
dt . (10.33)
Les mesures de dépendane de queue à gauhe et à droite ont une forme partiulière
donnée par le théorème suivant dont la preuve se trouve dans Joe [98℄ p.103 ss.
Théorème 10.5. Soient X et Y deux variables aléatoires ontinues dont la stru-
ture de dépendane est donnée par une opule arhimédienne strite :
C
A(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v)) .
Si X et Y sont asymptotiquement dépendants à droite, alors ϕ−1
′
(0) = −∞ et la
mesure de dépendane à droite est donnée par
λU = 2− 2 lim
t→0+
ϕ−1
′
(2t)
ϕ−1′(t)
. (10.34)
Si ϕ−1
′
(0) est ni, alors X et Y sont asymptotiquement indépendants à droite.
Le théorème suivant onerne la mesure de dépendane de queue à gauhe, voir
Joe [98℄ p.105 ss.
Théorème 10.6. Soient X et Y deux variables aléatoires ontinues dont la stru-
ture de dépendane est donnée par une opule arhimédienne strite :
C
A(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v)) .
La mesure de dépendane à gauhe est donnée par
λL = 2 lim
t→∞
ϕ−1
′
(2t)
ϕ−1′(t)
. (10.35)
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Il existe une multitude de sous-familles de opules arhimédiennes. Chaque sous-
famille se distingue par le hoix d'un générateur préis ϕ(t). La plupart des o-
pules arhimédiennes sont onstruites à l'aide d'un générateur ϕ(t) fontion d'un
ou plusieurs paramètres. Nelsen [119℄ p. 94 à 97 donne une liste exhaustive des
sous-familles de opules arhimédiennes à un ou plusieurs paramètres.
Parmi les nombreuses sous-familles de opules de opules arhimédiennes, on disute
i-après plus en détail deux sous-familles pour deux raisons. La première est que
qu'on hoisit des sous-familles de opules à un paramètre, dont le générateur est
strit si bien qu'il permet la onstrution de opules multivariées. La deuxième raison
est que es deux sous-familles de opules se distinguent des opules elliptiques par
une leur asymétrie au niveau de la dépendane de queue. Ces sous familles de opules
arhimédiennes sont la sous-famille des opules de Gumbel et elle des opules de
Clayton.
La sous-famille des opules de Gumbel
La sous-famille des opules de Gumbel a été introduite par Gumbel [80℄. Elle est
aussi longuement disutée dans Hougaard [90℄, raison pour laquelle on parle aussi
dans la littérature de opule de Gumbel-Hougaard. Le générateur de la opule de
Gumbel est
ϕ(t) = (− ln t)θ (10.36)
pour θ ∈ [1,∞). Il s'agit d'un générateur strit et on a par onséquent
ϕ[−1](t) = ϕ−1(t) = exp(−t1/θ) ,
e qui donne la opule bivariée de Gumbel :
C
G
θ (u, v) = exp
(−[(− ln u)θ + (− ln v)θ]1/θ) . (10.37)
La gure 10.6 représente la opule bivariée de Gumbel ainsi que les lignes de niveau
pour θ = 1.5. La version multivariée de ette opule est évidemment :
C
G
θ (u1, . . . , uN) = exp
(−[(− ln u1)θ + · · ·+ (− ln uN)θ]1/θ) . (10.38)
La opule de Gumbel est une struture de dépendane positive, en e sens que
C
G
θ ≻ C⊥ pour tout θ > 1. De plus, la sous-famille des opules de Gumbel est
positivement ordonnée, 'est-à-dire que C
G
θ1
≻ CGθ2 pour θ1 > θ2. Elle atteint la
borne supérieure de Fréhet-Hoeding C
+
pour θ → ∞ et est égale à la opule-
produit C
⊥
lorsque θ = 1.
Le tau de Kendall pour la sous-famille des opules de Gumbel s'érit :
τ = 1 + 4
∫ 1
0
t ln t
θ
dt
= 1 +
4
θ
(
0− 1
4
)
= 1− 1
θ
(10.39)
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Fig. 10.6  Représentation graphique et lignes de niveau d'une opule de Gumbel
bivariée de paramètre θ = 1.5.
Une propriété intéressante de la opule de Gumbel est qu'elle permet de apturer
une dépendane dans les queues de distribution. En eet, la dérivée de l'inverse de
la fontion génératrie de la opule de Gumbel est
ϕ−1
′
(t) = −t
(1/θ)−1 exp(−t1/θ)
θ
. (10.40)
On a ainsi ϕ−1
′
(0) = −∞ et la mesure de dépendane à droite est
λU = 2− 21/θ lim
t→0+
exp(−(2t)1/θ)
exp(−t1/θ) = 2− 2
1/θ . (10.41)
Deux variables aléatoires X et Y dont la struture de dépendane est dérite par
la opule de Gumbel sont par onséquent indépendantes dans les queues droites si
θ = 1 et présentent une dépendane dans les queues droites qui est une fontion de
θ lorsque θ > 1.
Par ontre on obtient une indépendane des queues gauhes d'une distribution mul-
tivariée dont la struture de dépendane est une opule de Gumbel :
λL = 2
1/θ lim
t→∞
exp(−(2t)1/θ)
exp(−t1/θ) = 0 . (10.42)
Cette asymétrie de la dépendane serait par exemple appropriée pour modéliser
la dépendane entre les pertes individuelles d'un portefeuille en vue du alul de
value at risk. En eet, l'utilisation d'une opule de Gumbel permettrait d'obtenir
des distributions des pertes multivariées à queues épaisses telles que doumentées
dans Duffie & Pan [48℄ et Bradley & Taqqu [22℄.
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La sous-famille des opules de Clayton
La famille des opules de Clayton est initialement proposée opule de Kimeldorf
and Sampson [105℄. Elle est aussi étudiée par Clayton [31℄, Cox & Oakes [36℄
et par Cook & Johnson [33℄.
C'est la raison pour laquelle elle parfois nommée famille de Cook and Johnson dans
la littérature (voir Genest & Makay [70℄) ou opule de Kimeldorf and Sampson
(voir Joe [98℄ p. 141) ou enore famille de opules de Pareto (voir Huthinson &
Lai [93℄). On l'appellera opule de Clayton, pour être ohérent ave les ouvrages les
plus réents, omme Cherubini & al [30℄ ou Ronalli [128℄. Par ailleurs, dans
les logiiels qui permettent de onstruire des distributions multivariées à l'aide des
opules (S-Plus, R et Matlab), le terme employé est aussi opule de Clayton.
Le générateur de la sous-famille des opules de Clayton est
ϕC(t) =
1
θ
(t−θ − 1) (10.43)
où θ ∈ [−1,∞) \ {0} est le paramètre de la opule. On obtient ainsi, dans le as
bivarié :
C
C
θ (u, v) = max
[(
u−θ + v−θ − 1)−1/θ , 0] . (10.44)
La sous-famille des opules de Clayton atteint la borne inférieure de Fréhet-Hoeding
C
−
pour θ = −1, est égale à la opule-produit C⊥ lorsque θ → 0 et atteint la borne
supérieure de Fréhet-Hoeding lorsque θ → +∞. La gure 10.7 représente la opule
bivariée de Clayton ainsi que les lignes de niveau pour θ = 10.
Le générateur de la sous-famille des opules de Clayton est strit pour θ > 0 et
permet une extension multivariée. Le générateur de la version strite des opules de
Clayton est ϕC(t) = t−θ − 1 et la opule multivariée à N dimensions s'érit (voir
Cherubini & al [30℄ p. 150) :
C
C
θ (u1, . . . , uN) =
(
u−θ1 + · · ·+ u−θN −N + 1
)−1/θ
. (10.45)
Le tau de Kendall pour la famille des opules de Clayton (et de Kimeldorf and
Sampson) est donné par :
τ = 1 + 4
∫ 1
0
tθ+1 − t
θ
dt
= 1 +
4
θ
(
1
θ + 2
− 1
2
)
=
θ
θ + 2
. (10.46)
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Fig. 10.7  Représentation graphique et lignes de niveau d'une opule de Clayton
bivariée de paramètre θ = 10.
Une propriété intéressante de la famille des opules de Clayton est qu'elle présente
une dépendane de queue à gauhe. En eet la dérivée de l'inverse de la fontion
génératrie de la opule de Clayton est donnée par
ϕ−1
′
(t) = −(1 + t)
−(1/θ)−1
θ
.
On a par onséquent ϕ−1
′
(0) = −1/θ qui est ni e qui veut dire que la opule
de Clayton implique une indépendane de queue à droite omme l'indique le théo-
rème 10.5. Par ontre, on obtient la mesure de dépendane de queue à gauhe sui-
vante :
λL = 2 lim
t→∞
(
1 + 2t
1 + t
)−(1/θ)−1
= 2−1/θ . (10.47)
D'après l'équation (10.47), la opule de Clayton implique une dépendane de queue à
gauhe qui augmente ave le paramètre θ de la opule. C'est don une opule qui peut
être intéressante pour modéliser la dépendane des rendements puisqu'elle apture
la dépendane des rendements largement inférieurs à leurs moyennes historiques.
La gure 10.8 présente 10'000 données simulées des distributions bivariées dont
les strutures de dépendane sont la opule de Gumbel et la opule de Clayton
en omparaison ave la opule normale. Les marges sont identiques (distributions
normales entrée-réduite) pour les trois distributions bivariées pour bien pouvoir se
foaliser sur la struture de dépendane. Par ailleurs, es trois distributions bivariées
présentent un même tau de Kendall τ = 0.6.
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Fig. 10.8  10'000 paires d'observations simulées de trois distributions bivariées
ayant des marges normales N(0, 1) et un tau de Kendall égal à 0.6. Les strutures
de dépendane sont la opule de Gumbel, la opule de Clayton et la opule normale.
Chapitre 11
Estimation et simulation des opules
En statistique multivariée, la modélisation est sensée apturer les aratéristiques
importantes d'observations multivariées en modélisant non seulement la forme des
distributions univariées ou marges mais aussi la struture de dépendane de la ma-
nière la plus simple possible. Pour haque série de données, il s'agit de hoisir d'une
part les distributions marginales qui orrespondent le mieux à l'éhantillon et d'autre
part une opule orant des propriétés désirables. Lorsqu'on hoisit une opule para-
métrique quelonque pour modéliser la struture de dépendane d'un veteur aléa-
toire, le vrai veteur des paramètres de ette opule est bien évidemment inonnu.
Il faut alors l'estimer à l'aide de données empiriques du veteur aléatoire.
Dans e hapitre, on présente les diérentes méthodes utilisées pour estimer les
paramètres d'une opule. Mais avant de présenter es méthodes, on disutera une
méthode non-paramétrique pour modéliser la opule entre variables aléatoires. Cette
méthode exige un nombre important d'observation et son avantage réside dans le
fait qu'on laisse les données exprimer leur dépendane, sans faire à priori le hoix
subjetif d'une famille de opule. On nira e hapitre par une présentation des
méthodes de simulation des opules.
11.1 La opule empirique
On onsidère la opule empirique introduite par Paul Deheuvels [44℄ qui la nom-
mait fontion de dépendane empirique. L'idée de Deheuvels est de onstruire
une fontion de dépendane ou opule à l'aide d'un éhantillon d'observations d'un
veteur aléatoire, sans faire à priori une hypothèse sur la forme paramétrique de
la opule entre les variables aléatoires. La modélisation de la dépendane par une
méthode non-paramétrique permet d'estimer la forme de la opule qui va onverger
vers la forme réelle de la opule pour un nombre d'observations n→∞. On dénira
tout d'abord la opule empirique bivariée avant de faire une extension multivariée et
donner les mesures de dépendanes usuelles assoiées à ette opule empirique (voir
Nelsen [119℄ p. 176 ss).
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Dénition 11.1 (Copule empirique de Deheuvels). Soit {(xk, yk)}Tk=1 un éhan-
tillon de taille T d'un veteur aléatoire (X, Y )′ suivant une distribution bivariée
ontinue. La opule empirique est la fontion CˆT donnée par :
CˆT
(
i
T
,
j
T
)
=
nombre de paires (xk, yk) telles que x ≤ x[i] et y ≤ y[j]
T
. (11.1)
où x[i] et y[j], 1 ≤ i, j ≤ T , désignent les observations ordonnées de l'éhantillon.
Nelsen [119℄ a ensuite introduit la fréquene de la opule empirique de la façon
suivante :
cˆT
(
i
T
,
j
T
)
=
{
1
T
pour toute paire(x[i], y[j])appartenant à l'éhantillon,
0, sinon .
(11.2)
La fréquene de la opule empirique peut s'interpréter omme une densité de pro-
babilité jointe au sens des distributions disrètes. On note que le lien entre CT et
cT est le suivant :
CˆT
(
i
T
,
j
T
)
=
i∑
p=1
j∑
q=1
cˆT
( p
T
,
q
T
)
,
et
cˆT
(
i
T
,
j
T
)
= CˆT
(
i
T
,
j
T
)
− CˆT
(
i− 1
T
,
j
T
)
− CˆT
(
i
T
,
j − 1
T
)
+ CˆT
(
i− 1
T
,
j − 1
T
)
.
Pour un veteur de variables aléatoires (X1, . . . , XN) dont on dispose d'un éhan-
tillon d'observations (x1:1,...,T , . . . , xN :1,...,T ), Cherubini et al [30℄ p.161 donnent
l'expression la opule empirique multivariée.
L'utilité de la opule empirique est qu'on peut la omparer à une famille de opules
onnues. Par exemple, Bouyé & al [16℄ étudie la dépendane entre les prix spot et
forward à 15 mois de l'Aluminium. Il représente les ourbes de niveau de la opule
empirique ainsi que elle de la opule normale dont le paramètre est la orrélation
empirique des deux prix. Bouyé & al observe que la opule normale n'est pas très
bien adaptée pour modéliser la dépendane entre les deux variables.
De plus, Nelsen [119℄ p.178 ss montre que la opule empirique peut être utilisée
pour estimer des mesures de dépendane.
Théorème 11.1. Soit CˆT et cˆT respetivement la opule empirique et la fréquene
de la opule empirique pour un éhantillon {(xk, yk)}Tk=1. Les versions empiriques du
̺ de Spearman et du τ de Kendall sont données par :
ˆ̺T =
12
T 2 − 1
T∑
i=1
T∑
j=1
[
CˆT
(
i
T
,
j
T
)
− i
T
· j
T
]
; (11.3)
11.2. Estimation des paramètres de la opule 139
et
τˆT =
2n
n− 1
T∑
i=2
T∑
j=2
i−1∑
p=1
j−1∑
q=1
[
cˆT
(
i
T
,
j
T
)
cˆT
( p
T
,
q
T
)
− cˆT
(
i
T
,
q
T
)
cˆT
(
p
T
,
j
T
)]
.
(11.4)
Saillet & Fermanian [132℄ proposent une autres méthode non-paramétrique
pour la modélisation des opules : il s'agit d'une approhe de l'estimateur à noyau
de la opule (Kernel-based estimator) qui a l'avantage de fournir une fontion lisse et
dierentiable omme estimation de la opule sans pour autant faire des hypothèses
à priori sur la struture de dépendane.
11.2 Estimation des paramètres de la opule
Le hapitre 10 présentait quelques unes de opules paramétriques les plus utilisées
en éonomie et en nane et leurs propriétés. L'une ou l'autre de es opules para-
métriques peut être hoisie grâe à ses propriétés intéressantes pour la modélisation
de la dépendane d'un veteur aléatoire. Une fois le hoix de la opule paramétrique
fait, il est néessaire d'estimer des paramètres de la opule. Dans ette setion, on
présentera diérentes méthodes pour l'estimation de es paramètres.
11.2.1 La méthode du maximum de vraisemblane
Le prinipe du maximum de vraisemblane ore une méthode pour trouver
des estimateurs onsistants et asymptotiquement eaes pour un ou plusieurs
paramètres d'une distribution paramétrique qu'elle soit disrète ou ontinue (voir
Greene [79℄, Hayashi [87℄).
La méthode du maximum de vraisemblane est utile pour l'estimation des para-
mètres d'une opule, puisque le théorème de sklar donne la déomposition ano-
nique de haque distribution jointe qui s'érit omme une fontion de la opule et
des distributions marginales :
F (X|α1, . . . ,αN , θ) = C(F1(x1|α1), . . . , FN(xN |αN )|θ), (11.5)
où C est une opule dont le veteur de paramètres est θ et F1, . . . , FN sont les
marges dont les veteurs de paramètres respetifs sont α1, . . . ,αN .
Si c est la densité de la opule et f1, . . . , fN sont les densités marginales, alors la
densité jointe paramétrique du veteur aléatoire X s'érit :
f(x|α1, . . . ,αN , θ) = c(F1(x1|α1), . . . , FN(xN |αN)|θ)
N∏
n=1
fn(xn|αn) . (11.6)
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Si l'on dispose de T observations indépendantes du veteur aléatoire X, la den-
sité jointe est égale au produit des densités individuelles. Cette densité jointe, ou
fontion de vraisemblane est une fontion des N veteurs de paramètres inon-
nus des densités marginales α1, . . . ,αN et du veteur de paramètres inonnus de la
opule θ.
L(α1, . . . ,αN , θ|x1, . . . ,xT ) = f(x1, . . . ,xT |α1, . . . ,αN , θ)
=
T∏
t=1
f(xt|α1, . . . ,αN , θ). (11.7)
Le logarithme naturel de ette fontion de vraisemblane est ainsi donné par :
lnL(α1, . . . ,αN , θ|x1, . . . ,xT ) =
T∑
t=1
ln f(xt|α1, . . . ,αN , θ)
=
T∑
t=1
ln c(F1(xt1|α1), . . . , FN(xtN |αN )|θ) +
T∑
t=1
N∑
n=1
ln fn(xtn|αn). (11.8)
L'estimateur par maximum de vraisemblane du veteur de paramètres de la o-
pule θ et des veteurs des paramètres des distributions marginales αi est elui qui
maximise le logarithme naturel de la fontion de vraisemblane. Cette méthode
est dite méthode du maximum de vraisemblane à information omplète
puisqu'elle permet d'estimer à la fois les paramètres des densités marginales et les
paramètres de la opule. Bouyé & al [16℄ parlent de méthode exate du maximum
de vraisemblane ou EML
1
et notent :
Θˆ
EML
= (αˆEML1 , . . . , αˆ
EML
N , θˆ
EML
) = argmax
T∑
t=1
ln f(xt|α1, . . . ,αN , θ) . (11.9)
Certaines études empiriques utilisent ette méthode pour l'estimation des para-
mètres de la opule, entre autres Frees & Valdez [67℄ et Cook & Johnson [33℄.
Néanmoins, la maximisation de la fontion (11.8) n'est pas toujours possible. D'une
part, lorsque le nombre d'observations ou la dimension de la densité jointe sont éle-
vés, la méthode dérite i-haut peut s'avérer diile à implémenter. D'autre part
l'optimisation numérique ave plusieurs paramètres est beauoup plus oûteuse en
omparaison de plusieurs optimisations numériques ave haune moins de para-
mètres.
Pour résoudre e problème, une méthode de maximum de vraisemblane à
information limitée est envisagée (voir Greene [79℄, p. 134 ss). La démarhe
est d'estimer séparément les paramètres des lois marginales et les paramètres de la
opule. Joe & Xu [99℄ parlent de méthode d'inférene des fontion sur les marges
ou IFM
2
. Ils dérivent les deux étapes de l'estimation :
1
Exat maximum likelihood
2
Inferene funtions for margins method
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1. L'estimation des N paramètres de veteurs inonnus des marges univariées en
spéiant N fontions de vraisemblane unidimensionnelles :
lnLn(αn|x1n, . . . , xTn) =
T∑
t=1
ln fn(xtn|αn), n = 1, . . . , N, (11.10)
dont la maximisation donne une estimation des paramètres des densités uni-
variées αˆIFM1 , . . . , αˆ
IFM
N .
2. Ensuite, on remplae les veteurs α1, . . . ,αN par les valeurs estimées lors de
la première étape et on maximise la fontion de vraisemblane multidimen-
sionnelle (11.8) par rapport au veteur de paramètres inonnus de la opule :
lnL(θ|x1, . . . ,xT ; αˆIFM1 , . . . , αˆIFMN ) . (11.11)
La solution de ette deuxième maximisation donne θˆ
IFM
qui est l'estimateur
des paramètres de la opule par la méthode d'inférene des fontions sur les
marges.
La maximisation séparée des fontions de vraisemblane peut être plus aisée que la
maximisation de la fontion (11.8). En général
θˆ
EML 6= θˆIFM ;
et Joe [98℄ p. 305 ss montre que l'estimateur IFM est plus eient que l'estimateur
EML. En outre, lorsqu'il y a une erreur de spéiation de la densité jointe les esti-
mateurs par maximum de vraisemblane à information limitée orent des résultats
valables pour les paramètres des marges alors que les estimateurs par maximum de
vraisemblane à information omplète donnent des résultats erronés.
11.2.2 Méthode d'estimation semi paramétrique
Cette approhe vise à déomposer l'estimation des paramètres de la distribution
mulitivariée en spéiant séparément les marges et la struture de dépendane dans
le but d'améliorer la abilité de l'estimation. La méthode d'estimation semi para-
métrique s'apparente à la méthode du maximum de vraisemblane à information
limitée en e sens qu'elle s'artiule en deux étapes.
1. La première étape onsiste à utiliser une approhe non paramétrique pour
la spéiation des marges. Il s'agit de transformer les données (x1, . . . ,xT )
en veteurs uniformes (uˆ1, . . . , uˆT ). Chaque veteur uˆt, t = 1, . . . , T est déni
omme suit :
uˆt = (uˆt1, . . . , uˆtN)
= (Fˆ1(xt1), . . . , FˆN(xtN )) ; (11.12)
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où Fˆn(xtn) est la statistique de rang normalisé 'est-à-dire :
Fˆn(xtn) =
1
T
rtn ave rtn le rang de l'observation xtn.
Dans e as, auune hypothèse n'est faite sur la forme paramétrique des marges
et les estimations des lois marginales sont basées sur les distributions empi-
riques :
lnL(θ|x1, . . . ,xT ) =
T∑
t=1
c(Fˆ1(xt1), . . . , FˆN(xtN )|θ) . (11.13)
2. La deuxième étape onsiste à maximiser le logarithme de la fontion de vrai-
semblane étant donné les marges empiriques observées :
lnL(θ|x1, . . . ,xT ) =
T∑
t=1
c(Fˆ1(xt1), . . . , FˆN(xtN )|θ) . (11.14)
Puisque ette méthode est basée sur des distributions empiriques, Bouyé &
al [16℄ parlent demaximum de vraisemblane anonique (CML)
3
. L'estimateur
θˆ
CML
du veteur de paramètres de la opule est elui qui maximise la log-
vraisemblane de l'équation (11.14) :
θˆ
CML
= argmax
T∑
t=1
c(Fˆ1(xt1), . . . , FˆN(xtN )|θ) . (11.15)
La méthode du maximum de vraisemblane anonique est partiulièrement inté-
ressante lorsque l'attention porte sur la struture de dépendane entre les variables
aléatoires et non sur les distributions marginales. Lorsque les diérentes méthodes de
basées sur le prinipe du maximum de vraisemblane (EML, IFM et CML) donnent
des estimations ayant des diérenes onsidérables, ei est une indiation sur une
probable mauvaise spéiation des lois marginales.
11.2.3 La méthode des moments
Dans ertaines situations, on reherhe un estimateur onsistant d'un paramètre
et l'eaité est seondaire. C'est par exemple le as lorsque la fontion de vrai-
semblane de l'équation (11.8) a une forme ompliquée. Une tehnique d'estimation
employée dans es situations est la méthode des moments. Pour estimer un veteur
de paramètres θ = (θ1, . . . , θK), la méthodologie onsiste à aluler sur la base d'ob-
servations K statistiques ou moments g1, . . . , gK dont la limite en probabilité est une
fontion onnue des paramètres (voir Greene [79℄ p. 137 ss). Puisque es K mo-
ments sont égaux à des fontions onnues des paramètres, il sut ensuite d'inverser
3
Canonial maximum likelihood
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es fontions pour exprimer les paramètres en tant que fontions des moments. Soit
gk(x) une fontion ontinue des observations et
g¯k =
1
T
T∑
t=1
gk(xt), k = 1, . . . , K . (11.16)
On a
plimg¯K := E(gk(x)) = γk(θ) . (11.17)
Les K paramètres à estimer sont les solutions du système d'équations des mo-
ments :
g¯1 − γ1(θ) = 0
g¯2 − γ2(θ) = 0
.
.
.
g¯k − γk(θ) = 0
(11.18)
L'estimateur par la méthode des moments, noté θˆ
MOM
, est la solution de e système
d'équations :
θˆ
MOM
= θˆ[g¯1, . . . , g¯k] . (11.19)
Lorsque l'on peut aluler des moments tels que leur limite en probabilité est une
fontion onnue des paramètres à estimer, il est toujours possible d'estimer les pa-
ramètres des distributions marginales et les paramètres de la opule à l'aide de la
méthode des moments.
Cependant, la dérivation de tels moments n'est souvent pas évidente, raison pour
laquelle on reourt à une méthode des moments basée sur les mesures de
dépendane pour l'estimation des paramètres de la opule.
Cette méthode est plus ou moins triviale dans la mesure où on part des mesures de
dépendane estimées à l'aide de l'éhantillon. Puisque es mesures de dépendane
sont des fontions des paramètres de la opule, on déduit les estimateurs des para-
mètres des estimateurs des mesures de dépendane. En fait, ette méthode revient
à remplaer les moments théoriques, fontions des paramètres de la opule de la
forme (11.16) par des moments empiriques. Au hapitre 9, on a en eet vu que
toutes les mesures de dépendane entre les variables aléatoires sont des fontions de
la opule qui relie es variables aléatoires.
Soit un éhantillon d'observations x d'un veteur aléatoire X = (X1, . . . , XN) dont
la opule est Cθ. Toutes les mesures de dépendane entre les variables aléatoires du
veteur X peuvent s'érire omme une fontion de la opule Cθ. En eet, on a
F (x1, . . . , xN) = Cθ(F1(x1), . . . , FN(xN )) .
La distribution jointe de deux variables du veteur X est donnée par :
F12(x1, x2) = Cθ(F1(x1), F2(x2), F3(∞), . . . , FN(∞))
= Cθ(F1(x1), F2(x2), 1, . . . , 1) .
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De manière générale, haque distribution bidimensionnelle de deux variables aléa-
toires du veteur X peut s'érire omme une fontion de la opule et des marges
unidimensionnelles onernées. Par onséquent, toute mesure de dépendane entre
deux variables peut s'érire omme une fontion de la opule :
κ(Xi, Xj) = κi,j(Cθ) = κi,j,(θ) . (11.20)
Soit κˆi,j l'estimateur non paramétrique ou la version empirique de κi,j(θ). La mé-
thode des moments basées sur les mesures de dépendane revient à résoudre le
système d'équations suivant :
κˆ1,2 − κ1,2(θ) = 0
.
.
.
κˆ1,N − κ1,N (θ) = 0
κˆ2,3 − κ2,3(θ) = 0
.
.
.
κˆN−1,N − κN−1,N (θ) = 0
(11.21)
Lorsque le nombre d'équations du système (11.21) est supérieur au nombre de para-
mètres à estimer, on reourt à la minimisation d'une ertaine mesure de la distane
entre le veteur κˆi,j et le veteur κi,j(θ) :
θˆ
MOM
= argmin
θ
[[κˆi,j − κi,j(θ)]′W [κˆi,j − κi,j(θ)]] , (11.22)
oùW est une matrie dénie positive et symétrique telle que l'estimateur est onsis-
tant, asymptotiquement normal et eae sous des ertaines onditions de régularité
(voir Mittelhammer [115℄ p. 491).
Par exemple, on onsidère deux variables aléatoires X et Y dont la opule est une
opule de Gumbel de paramètre θ. Si on hoisit la tau de Kendall omme mesure de
dépendane on a (voir équation (10.39)) :
τ(CGθ ) = τ(θ) = 1− 1/θ . (11.23)
Pour T observations des variables X et Y , on alule la version empirique du tau
de Kendall notée τˆ . L'estimateur par la méthode des moments basé sur le tau de
Kendall est la solution de l'équation :
τˆ = 1− 1
θ
; (11.24)
et on obtient l'estimateur du paramètre de la opule de Gumbel :
θˆ =
1
1− τˆ . (11.25)
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11.3 Simulation des fontions opules
La simulation est un outil largement utilisé pour générer des valeurs suivant une
ertaine distribution. Dans ette setion, on aborde la question de la simulation du
veteur aléatoire X = (X1, . . . , XN) dont la distribution est
F (x1, . . . , xN) = C(F1(x1), . . . , FN(xN )) . (11.26)
Ce problème revient à simuler le veteur aléatoire U = (U1, . . . , UN ) dont la distri-
bution est la opule C et à utiliser la transformationX = (F−11 (U1), . . . , F
−1
N (UN)).
La prinipale diulté réside dans la simulation de la opule C. Deux méthodes
sont présentées i-après pour simuler un veteur aléatoire uniforme de distribution
C.
11.3.1 La méthode des distributions
Cette méthode est la méthode privilégiée lorsque la distribution multidimensionnelle
est plus faile à simuler que la opule. C'est le as pour les distributions multidimen-
sionnelles employées ouramment en statistiques. Celles-i sont implémentées dans
plusieurs logiiels statistiques, si bien qu'il est aisé de simuler un veteur aléatoire
suivant une telle distribution.
Conrètement, il s'agit d'exploiter la relation :
C(U1, . . . , UN) = F (F
−1(U1), . . . , F
−N(UN )) . (11.27)
Pour simuler le veteur U = (U1, . . . , UN)
′
, il sut de simuler le veteur aléatoire
X = (X1, . . . , XN)
′
dont la distribution est F est d'appliquer la transformation
U = (F1(X1), . . . , FN(XN))
′ .
On onsidère le as de la simulation d'une opule normale à N dimensions CNρ .
L'algorithme est le suivant :
Algorithme 11.1.
 Trouver la déomposition de Cholesky P de ρ qui vérie PP ′ = ρ
 Simuler le veteur aléatoireZ = (Z1, . . . , ZN)
′
où les Zi sont des variables aléa-
toires indépendantes suivant une distribution normale standardisée N(0, 1) ;
 Caluler X = PZ ;
 Appliquer la transformation U = (Φ(X1), . . . ,Φ(XN))
′ .
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On obtient un veteur U = (U1, . . . , UN)
′
de variables aléatoires uniformes entre 0 et
1 dont la opule est normale de paramètre ρ. De ette manière, on peut simuler un
veteur aléatoire X dont la opule est normale de paramètre ρ et les marges quel-
onques en eetuant la transformationX = (F−11 (U1), . . . , F
−1
N (UN )) où F1, . . . , FN
sont les marges.
À titre d'illustration, on simule deux distributions F (x1, x2) = C(F1(x1), F2(x2)) où
C est une opule normale de paramètre ρ = 0.5. Les marges sont respetivement
normale N(0, 1) et Student t5 dans le graphique de gauhe et hi-arré χ
2
1 et χ
2
8 dans
le graphique de droite.
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Fig. 11.1  Simulation de la opule normale ρ = 0.5 ave des marges diérentes
On onsidère à présent la simulation de la opule de Student. Soit Xun veteur
aléatoire qui suit une distribution de Student tρ,ν où ρ est la matrie de orrélation
et ν le nombre de degré de liberté. Par dénition de la distribution de Student, on
a :
X =
Z√
χ2ν/ν
; (11.28)
où Z est un veteur aléatoire normal standardisé dont la matrie de orrélation est
ρ et χ2ν une variable aléatoire suivant une distribution du hi-arré ave ν degrés de
liberté. On exploite ette relation pour simuler la opule de Student et on obtient
l'algorithme suivant :
Algorithme 11.2.
 Trouver la déomposition de Cholesky P de ρ qui vérie PP ′ = ρ
 Simuler le veteur aléatoireZ = (Z1, . . . , ZN)
′
où les Zi sont des variables aléa-
toires indépendantes suivant une distribution normale standardisée N(0, 1) ;
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 Simuler une variable aléatoire indépendante de Z et suivant une distribution
du hi-arré ave ν degrés de liberté ;
 Caluler X = PZ√
χ2ν/ν
;
 Appliquer la transformation U = (Tν(X1), . . . , Tν(XN))
′
où Tν est la fontion
de répartition d'une distribution de Student ave ν degrés de liberté.
On illustre la simulation de la opule de Student en simulant deux distributions
F (x1, x2) = C(F1(x1), F2(x2)) où C est la opule de Student de paramètres ρ = 0.5
et ν = 1. Les marges sont respetivement normale N(0, 1) et Student t5 dans le
graphique de gauhe et hi-arré χ21 et χ
2
8 dans le graphique de droite.
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Fig. 11.2  Simulation de la opule de Student ρ = 0.5, ν = 1 ave des marges
diérentes
11.3.2 La méthode des distributions onditionnelles
L'idée de base pour la simulation des données multivariées est onstruite sur le
théorème de Bayes sur les distributions onditionnelles. Pour simuler des variables
aléatoires indépendantes, 'est-à-dire des variables dont la opule est la opule pro-
duit C
⊥
, il sut simplement de simuler indépendamment haune des variables
aléatoires. Pour simuler deux ou plusieurs variables aléatoires dépendantes, il faut
simuler la première variable de manière indépendante et ensuite proéder à des
onditionnements suessifs.
En eet, lorsqu'un veteur aléatoire (X, Y )′ suit une distribution bivariée F , alors
ont peut érire selon le théorème de Bayes F (x, y) = FX(x) · FY |X(y) où FX est
la distribution de X et FY |X est la distribution onditionnelle de Y étant donné
X = x. Pour générer le veteur (X, Y )′, il sut par onséquent de simuler X selon
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la distribution FX et de simuler Y selon la distribution FY |X et indépendamment
de X. Ce proédé peut être itéré pour simuler des veteurs à N dimensions suivant
une ertaine distribution multivariée.
On onsidère la simulation du veteur U = (U1, . . . , UN)
′ ∼ C où les variables
U1, . . . , UN suivent haune une distribution uniforme entre 0 et 1. Cei signie que
P [U1 ≤ u1, . . . , UN ≤ uN ] = C(u1, . . . , uN) . (11.29)
On note Cn(u1, . . . , un) la marge à n dimensions de la opule C(u1, . . . , uN) :
Cn(u1, . . . , un) = C(u1, . . . , un, 1, . . . , 1), n = 2, . . . , N − 1 . (11.30)
On obtient par onséquent
C1(u1) = P [U1 ≤ u1] = C(u1, 1, . . . , 1)
C2(u1, u2) = P [U1 ≤ u1, U2 ≤ u2] = C(u1, u2, 1, . . . , 1)
.
.
.
CN(u1, . . . , uN) = P [U1 ≤ u1, . . . , UN ≤ uN ] = C(u1, . . . , uN) .
Puisque la distribution jointe de U1, . . . , UN est C, la distribution onditionnelle de
la variable aléatoire Un, n = 2, . . . , N étant donné les valeurs des n − 1 premiers
omposantes du veteur U s'érit :
Cn(un|u1, . . . , un−1) = P [Un ≤ un|U1 = u1, . . . , Un−1 = un−1]
=
∂n−1Cn(u1, . . . , un)
∂u1 . . . ∂un−1
/
∂n−1Cn−1(u1, . . . , un−1)
∂u1 . . . ∂un−1
, (11.31)
lorsque le numérateur et le dénominateur existent. Les distributions onditionnelles
données par l'équation (11.31) suggèrent l'algorithme suivant pour la génération des
nombres aléatoires (u1, . . . , uN) dont la opule est C.
Algorithme 11.3.
 Générer un nombre aléatoire u1 d'une distribution uniforme entre 0 et 1 ;
 Générer un nombre aléatoire u2 d'une distribution C2(u2|u1) ;
.
.
.
 Générer un nombre aléatoire uN d'une distribution CN(uN |u1, . . . , uN−1).
Pour simuler un nombre aléatoire un dont la distribution est Cn(un|u1, . . . , un−1), on
utilise une méthode de transformation inverse, 'est-à-dire qu'on génère un nombre
aléatoire v d'une distribution U [0, 1] et on alule un = C
−1
n (v|u1, . . . , un−1).
Un résultat important failite la simulation des opules arhimédiennes puisqu'il
donne une forme générale de la distribution onditionnelle (voir Cherubini &
al [30℄ p. 183).
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Théorème 11.2. Soit C(u1, . . . , uN) = ϕ
−1(ϕ(u1)+ · · ·+ϕ(uN)) une opule arhi-
médienne dont le générateur est ϕ, alors, pour n = 2, . . . , N
Cn(un|u1, . . . , un−1) = ϕ
−1(n−1)(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(un))
ϕ−1(n−1)(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(un−1)) (11.32)
où ϕ−1(n−1) dénote la (n− 1)-ième dérivée de ϕ−1.
Pour les opules à deux dimensions, Joe [98℄ p. 146 ss donne la forme analy-
tique C−12 (v|u1). Mais dans de nombreux as, il n'est pas possible d'obtenir une
forme analytique de C−1n (v|u1, . . . , un−1) et il faut alors résoudre l'équation un =
C−1n (v|u1, . . . , un−1) par une méthode numérique. De e fait, d'autres méthodes dites
analytiques (voir Ronalli [128℄ p. 246) ont été développées pour traiter la simu-
lation spéique à une opule ou à une famille de opules. Par exemple, Genest
and Makay [70℄ proposent l'algorithme suivant basé sur les distributions ondi-
tionnelles pour la simulation des nombres aléatoires (u1, . . . , uN) dont la distribution
est une opule arhimédienne de générateur ϕ :
Algorithme 11.4.
 Simuler N variables aléatoires v1, . . . , vN d'une distribution uniforme entre 0
et 1 ;
 Prendre u1 = v1 ;
 Prendre v2 =
ϕ−1(1)(pi2)
ϕ−1(1)(pi1)
et résoudre pour u2 ;
.
.
.
 Prendre vN =
ϕ−1(N−1)(piN )
ϕ−1(N−1)(piN−1)
et résoudre pour uN .
Les deux gures suivantes présentent la simulation de 10'000 observations de va-
riables aléatoires dont la opule est une opule arhimédienne (Gumbel et Clayton)
et les marges des distributions normale, student et χ2.
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Fig. 11.3  Simulation de la opule de Gumbel θ = 2 ave des marges N(0, 1) et t5
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Chapitre 12
Copules et dépendane des défauts
dans les modèles struturels
Un dé majeur dans l'estimation du risque de rédit des portefeuilles de prêts ou
d'obligations d'une institution nanière est la modélisation de la dépendane des
défauts. En eet, la plus grande rainte d'un investisseur en obligations est la sur-
venane des défauts de plusieurs ontreparties à un horizon de temps donné. Cela
impliquerait des pertes en haîne sur plusieurs positions pouvant même mener à la
faillite.
Aujourd'hui, ertains dérivés de rédits ont des payos qui sont liés à la survenane
de plusieurs défauts sur les obligations sous-jaentes (CBOs, CDOs et, voir ha-
pitre 1). Pour évaluer es dérivés de rédits, il est essentiel de pouvoir mesurer la
dépendane entre les défauts des obligations sous-jaentes.
Dans le ontexte du risque de rédit, la survenane de plusieurs défauts est e qu'on
pourrait nommer le risque de rédit extrême. Ce risque extrême est elui qu'on
observe lors des grandes rises ou rash naniers dont on a fait un bref inventaire
dans le hapitre 2. Une bonne mesure du risque extrême est la probabilité que
plusieurs rédits fassent défaut, ou la probabilité jointe de défaut.
Il est évident que le risque extrême de rédit est la onséquene des interdépendanes
entre diérents rédits d'un portefeuille. L'étape ruiale en diretion d'une quan-
tiation du risque extrême est la modélisation de la dépendane entre les défauts
individuels. Cette modélisation est par ailleurs un préalable à la gestion ative des
portefeuilles de rédits, selon des onsidérations rendement-risque.
L'objetif de e hapitre est d'utiliser les fontions opules pour formuler des mo-
dèles pouvant rendre ompte de la dépendane des défauts dans les portefeuilles de
rédits. Dans e hapitre, on se onentre sur l'analyse du rle des opules dans les
modèles struturels du risque de rédit au niveau du portefeuille en s'appuyant sur
la reherhe réente en matière de modélisation de dépendane en gestion des risques
en général, voir Embrehts & al [58℄. Dans es modèles, appelés aussi modèles
à variable latente, voir hapitre 4, on a vu que la seule soure de dépendane entre
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les défauts des rédits provient de la dépendane entre les variables latentes. Les
modèles CreditMetris
TM
etMoody's KMV sont les prinipaux modèles à variable
latente dans lesquels la variable latente onsidérée est le rendement des atifs.
On onsidère un portefeuille de m rédits et on xe un horizon de temps d'une
année puisque l'horizon d'évaluation de la plupart des modèles de risque de rédit
est d'une année. Comme on l'a vu au hapitre 7, à haque rédit i = 1, . . . , m est
assoiée une statistique de perte ou une indiatrie de défaut Li qui prend ses valeurs
dans l'ensemble {0, 1}. La valeur 0 indique le non-défaut et la valeur 1 indique le
défaut. Au temps t = 0, qui est le temps de l'analyse, tous les rédits se trouvent
à un état de non-défaut. On s'intéresse au veteur aléatoire L = (L1, . . . , Lm)
′
qui
onstitue la statistique de perte du portefeuille dans son ensemble au temps t = 1.
Chaque statistique de perte Li est subordonnée à une variable latente Xi qui re-
présente le rendement des atifs. Soit X = (X1, . . . , Xm)
′
le veteur aléatoire qui
représente les variables latentes qui onduisent le défaut au temps t = 1 et soit
(d1, . . . , dm)
′
le veteur déterministe des seuils de défaut. La probabilité de défaut
du rédit i est la probabilité que la variable latente Xi passe sous le seuil de défaut di
au temps t = 1. La dépendane des défauts ou la dépendane du veteur L est don
omplètement déterminée par la dépendane des variables latentes. A la setion 12.1
on montrera que le hoix de la struture de dépendane, en d'autres termes le hoix
de la opule entre les variables latentes, a une importane apitale sur une mesure
de risque agrégé du portefeuille de rédits à savoir la probabilité jointe de défaut. La
setion 12.2 s'intéresse à la opule impliite du modèle CreditMetris
TM
dérit à la
setion 4.5. Enn, les deux dernières setions de e hapitre montrent, à l'aide d'un
exemple, la sensibilité de la probabilité jointe de défaut et du apital éonomique
au hoix de la opule.
12.1 Copules et probabilité jointe de défaut
Dans ette setion, on examine le rle du hoix de la opule sur la probabilité jointe
de défaut. La fontion de probabilité p(l) de la statistique de perte du portefeuille
L est donnée par :
p(l) = P (L1 = l1, . . . , Lm = lm), l ∈ {0, 1}m . (12.1)
Le risque le plus extrême qui orrespond au défaut de tous les rédits a la probabilité
πm donnée par :
πm = p(l), où l = (1, . . . , 1)
′ .
Soit à présent C la opule du veteur X de variables latentes telle que
F (x1, . . . , xm) = C(F1(x1), . . . , Fm(xm)) , (12.2)
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où F1, . . . , Fm sont les distributions marginales des variablesX1, . . . , Xm. On observe
que la probabilité πm peut être érite en termes de la opule C et des probabilités
individuelles de défaut. On a en eet :
πm = P (L1 = 1, . . . , Lm = 1)
= P (X1 ≤ d1, . . . , Xm ≤ dm)
= C(F1(d1), . . . , Fm(dm))
= C(p1, . . . , pm) , (12.3)
où p1, . . . , pm sont les probabilités individuelles de défaut. L'équation (12.3) montre
que le hoix de la opule est primordial, ar elle-i détermine la probabilité d'évé-
nements extrêmes de rédit omme le défaut de plusieurs rédits du portefeuille. Le
tableau 12.1 donne la probabilité jointe de défaut pour trois opules partiulières :
les deux bornes de Fréhet-Hoeding et la opule-produit.
Copule Probabilité jointe de défaut πm
C
− max(p1 + p2 + . . .+ pm −m+ 1, 0)
C
⊥ p1 · p2 · . . . · pm
C
+ min(p1, p2, . . . pm)
Tab. 12.1  Copules et probabilités de défaut
L'inégalité de Fréhet-Hoeng de l'équation (8.34) assure que la probabilité jointe
de défaut est la plus faible lorsque les variables latentes possèdent la struture de
dépendane la plus négative 'est-à-dire C
−
et est la plus élevée lorsque les variables
latentes possèdent la struture de dépendane la plus positive, 'est-à-dire C
+
. La
diérene entre la probabilité jointe assoiée à C
+
et la probabilité jointe assoiée
à une opule quelonque C peut être onsidérée omme une mesure du degré de
diversiation du portefeuille. En eet,C
+
est la opule de variables omonotones, et
implique la onentration parfaite du portefeuille omme par exemple un portefeuille
omposé de plusieurs obligations du même émetteur. Dans e as, le défaut d'une
obligation implique le défaut de toutes les autres obligations du portefeuille. Plus la
opule C des variables latentes est éloignée de la opule C
+
, plus le portefeuille
est diversié et moins grande est la probabilité de plusieurs défauts simultanés.
En outre, l'ordre de onordane sur les fontions opules indique que pour deux
opules diérentes C1 et C2 des variables latentes telles que C1 ≺ C2 on a :
πm1 = C1(p1, . . . , pm) ≤ πm2 = C2(p1, . . . , pm) ,
où πm1 et πm2 sont les probabilités jointes de défaut assoiées aux opules C1 res-
petivement C2.
On onsidère maintenant la probabilité qu'un nombre k ≤ m de rédits du por-
tefeuille fassent défaut. Cette probabilité est notée πk. Quel lien existe-t-il entre
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la opule C et ette probabilité ? Pour simplier l'analyse, on suppose que le ve-
teur des variables latentes X est interhangeable. Cei signie que (X1, . . . , Xm)
a la même distribution que le veteur (XΠ(1), . . . , XΠ(m)) pour toute permutation
(Π(1), . . . ,Π(m)) de (1, . . . , m). Autrement dit, pour haque k ∈ {1, . . . , m − 1},
toutes les
(
m
k
)
distributions marginales possibles à k dimensions du veteur X sont
identiques. Lorsque le veteur des variables latentesX est interhangeable, le veteur
des statistiques de perte L est lui aussi interhangeable. Cei signie aussi que tous
les sous-veteurs de même dimension du veteur L possèdent la même distribution.
πk := P (L1 = 1, . . . , Lk = 1), {1, . . . , k} ⊆ {1, . . . , m}, 1 ≤ k ≤ m . (12.4)
Dans e as partiulier du veteur interhangeable, πk est la probabilité qu'au moins
k titres tirés de manière aléatoire dans le portefeuille de m titres fassent défaut
dans l'intervalle de temps hoisi. On parlera alors de probabilité jointe de défaut
de k-ième ordre. On a par exemple les probabilités jointes de défaut de 1er et 2ème
ordre suivantes :
π1 = P (Li = 1) ∀i
π2 = P (Li = 1, Lj = 1) i 6= j
La ovariane entre deux statistiques de perte est donnée par :
Cov(Li, Lj) = E(LiLj)− E(Li)E(Lj)
= P (Li = 1, Lj = 1)− P (Li = 1) · P (Lj = 1)
= π2 − π21 .
On montre i-après que la probabilité jointe de défaut de k-ième ordre est fontion
de la marge k dimensions de la opule C :
πk = P (L1 = 1, . . . , Lk = 1)
= P (X1 ≤ d1, . . . , Xk ≤ dk, Xk+1 ≤ ∞, Xm ≤ ∞)
= C(p1, . . . , pk, 1, . . . , 1)
= C1,...,k(p1, . . . , pk) , (12.5)
où C1,...,k est la marge à k dimensions de la opule C, voir équation (8.29).
En général, les probabilités individuelles de défaut pi sont très faibles. Les proba-
bilités des équations (12.3) et (12.5) sont par onséquent des valeurs de la fontion
opule pour des valeurs pi très petites. Ces probabilités seront alors d'autant plus
grandes que la opule présente une dépendane de queue à gauhe importante omme
on le verra à la setion 12.3. Avant ela, on montre i-après que CreditMetris
TM
prend impliitement omme struture de dépendane C des variables latentes la
opule normale.
12.2. La opule impliite de CreditMetris
TM
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12.2 La opule impliite de CreditMetris
TM
CreditMetris
TM
, voir setion 7.1.3, utilise omme variable latente le log-rendement
annuel standardisé de la rme émettrie du rédit. Pour haque rédit i, e log-
rendement est modélisé par une variable aléatoire X˜i qui suit une distribution nor-
male entrée réduite. Le défaut survient lorsque le log-rendement standardisé 'est-à-
dire X˜i passe au dessous d'un seuil ci déterminé par le rating du rédit. Le seuil ci est
donné par Φ−1(pi) où pi est la probabilité de défaut pour tous les rédits de la même
lasse de rating que le rédit i. Pour le portefeuille dans son ensemble, le défaut de
tous les rédits survient lorsque tous les log-rendements passent simultanément sous
leurs seuils de défaut respetifs. La probabilité jointe de défaut s'érit :
P (L1 = 1, . . . , Lm = 1) = P (X˜1 < c1, . . . , X˜m < cm)
= F (c1, . . . , cm) , (12.6)
où F est la fontion de distribution jointe des log-rendements standardisés. Or,
CreditMetris
TM
fait l'hypothèse que la distribution jointe des log-rendements F
est une distribution normale multivariée. Pour un portefeuille de m rédits, la pro-
babilité jointe de défaut s'érit alors :
F (c1, . . . , cm) = Φm(c1, . . . , cm,ρ)
= CNρ(Φ(c1), . . . ,Φ(cm))
= CNρ(p1, . . . , pm) , (12.7)
où Φ désigne la fontion de répartition de la loi normale, Φm désigne la fontion de
de répartition normale multivariée à m dimensions.
L'équation (12.7) montre que CreditMetris
TM
utilise impliitement omme stru-
ture de dépendane entre les log-rendements la opule normale, dont le para-
mètre est la matrie de orrelation des log-rendements. Cependant, le onept des
fontions opules n'est pas utilisé expliitement dans les douments tehniques de
CreditMetris
TM
. Moody's KMV est similaire à CreditMetris
TM
au niveau de la
modélisation de la dépendane des défauts. Ces deux modèles font l'hypothèse que
le veteur des variables latentes suit une distribution normale multivariée. La seule
diérene entre es modèles réside dans la alibration des probabilités de défaut
individuelles. En eet, CreditMetris
TM
lassie les rédits par groupes de qualité
similaire sur la base d'un système de rating externe alors queMoody's KMV utilise
la distane au défaut pour aluler la probabilité de défaut (voir setion 4.4).
Comme on l'a vu au hapitre 10, il existe plusieurs alternatives à la opule normale.
Dans la setion suivante, on examine le rle des opules dans la mesure de risque
extrême d'un portefeuille de rédits en s'appuyant sur des données empiriques du
marhé des ations.
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12.3 Copule et probabilité jointe de défaut : Exemple
d'appliation
Pour illustrer le rle des opules dans la modélisation de la dépendane entre rédits,
on onsidère séparément 3 portefeuilles de taillem = 5 omposé d'obligations émises
par des grandes ompagnies suisses allemandes et amériaines, voir tableau 12.2.
Comme on peut le onstater, le hoix est porté sur des grandes entreprises tées
en bourse, et qui émettent fréquemment des obligations. La troisième olonne du
tableau 12.2 donne les notations S&P (long term redit rating) de es entreprises au
15 déembre 2007
1
. Les 3 portefeuilles onsidérés dans et exemple sont omposés
haun d'obligations libellées dans la même monnaie.
Portefeuille Émetteur Rating
Swiss Reinsurane AA-
Nestlé AA
Portefeuille CH UBS AA-
Credit Suisse A+
Zurih Finanial Servies A+
Muenhener Ruekversiherungs AG AA-
Allianz AA
Portefeuille DE DaimlerChrysler AG A-
Siemens AG AA-
Deutshe Telekom AG A-
Philip Morris/Altria Group In BBB+
Proter & Gambel Co AA-
Portefeuille US Eli Lilly & Co. AA
JP Morgan A
CBS Corp. BBB
Tab. 12.2  Desription sommaire des portefeuilles
Ces obligations onstituent par nature des titres de dettes émis par es ompa-
gnies et sont des instruments de nanement obéissant à des onditions préises de
remboursement. Les détenteurs d'obligations sont des réaniers de l'émetteur qui a
ontraté à leur égard l'obligation de payer des intérêts périodiques et de rembourser
la valeur nominale ou le prinipal à l'éhéane de es titres de dette.
En dehors du risque de marhé auquel est assujetti tout titre nanier, les obliga-
tions en tant que titres de dette, sont sujettes au risque de rédit provenant de toute
défaillane de l'émetteur à payer les intérêts ou le prinipal. Sans tenir ompte des a-
ratéristiques spéiques de es obligations telles que le taux de oupon, l'éhéane,
les modalités de remboursement et, on s'intéresse au risque de rédit, en partiulier
au risque de défaut de es obligations.
1
Voir site Internet http://www2.standardandpoors.om
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On dispose des données journalières sur les ours des ations de es émetteurs de
juin 2003 à déembre 2007 à partir desquels on alulera la probabilité jointe de
défaut des portefeuilles. Les graphiques de la gure 12.1 montrent l'évolution du
ours des diérentes ations au ours de la période d'observation. Ces ours sont
tous indexés au ours du 2 juin 2003, de telle manière que tous les ours sont xés
à 100 au début de la période d'observation.
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Fig. 12.1  Cours des ations indexés au ours du 2 juin 2003
Soure des données : Bloomberg
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Dans un premier temps, il faut aluler les log-rendements annuels, ar 'est à partir
de es derniers qu'on estimera les probabilités de défaut jointe des portefeuilles. Soit
P it le ours de l'ation i à la date t. Le log-rendement journalier r
i
t de la même ation
est donné par :
rit = ln
(
P it
P it−1
)
.
On alule ensuite des moyennes de rendements journaliers sur un mois
r¯ =
1
20
20∑
j=1
rt−j+1 ,
puis on annualise es moyennes pour obtenir des log-rendements moyens annualisés
Rit à l'aide de la formule suivante (voir Benninga [11℄ p.81 ss) :
Rit = 252 · r¯ .
L'éhantillon se ompose de 1175 observations des log-rendements annualisés pour
haque ation. Le tableau 12.3 suivant donne les statistiques desriptives des log-
rendements annualisés des es ations, tandis que les diagramme de box de la -
gure 12.2 résument les distributions empiriques des log-rendements annualisés. Ces
diagrammes dévoilent des distributions souvent marquées par des outliers, en parti-
ulier pour les ations suisses. Ces outliers sont surtout survenus à n de la période
d'observation, à la suite de la rise des subprime qui a surtout touhé les valeurs
nanières.
Pour estimer la probabilité de défaut individuelle de haun de es émetteurs, on
utilise la matrie de transition des ratings de Standard & Poor's [25℄. Cette matrie
de transition, qui gure dans l'annexe A, donne la probabilité de défaut en fontion
du rating de la ompagnie émettrie de l'obligation. CreditMetris
TM
part de l'hy-
pothèse que la distribution des log-rendements est normale. Un test de Jarque-Bera
(α=5%) ne rejette pas l'hypothèse de normalité des log-rendements seulement pour
les log-rendements des titres CBS US, MUV2 GR et DAI GR. Dans tous les autres
as, la normalité est rejetée. De plus, les diagrammes de la gure 12.2 suggèrent des
distributions univariées ave des queues plus épaisses que la normale.
Dans ette étude, on s'intéresse surtout à la distribution jointe des rendements de
haque portefeuille et don à la struture de dépendane entre les rendements. La
struture de dépendane hoisie impliitement par CreditMetris
TM
et Moody's
KMV est la opule normale ayant omme paramètre la orrélation entre les log-
rendements.
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Émetteur Ation Moyenne Médiane Minimum Maximum Éart-type Skewness Kurtosis Jarque-Bera
arithmétique
Swiss Reinsurane RUKN VX -0.0033 0.0578 1.8756 -3.5754 0.6989 -0.9698 5.6880 537.9334
Nestlé NESN VX 0.1388 0.1087 1.7689 -1.2965 0.4758 0.1862 3.2331 537.9334
UBS UBSN VX 0.0810 0.1581 1.8045 -3.4109 0.6950 -1.2201 6.3688 847.1739
Credit Suisse CSGN VX 0.1365 0.2001 2.3321 -2.5421 0.7071 -0.5270 3.7726 83.6093
Zurih Finanial Servies ZURN VX 0.1576 0.1862 2.2492 -2.3817 0.7129 -0.2509 3.6865 35.4001
Muenhener Ruekversiherungs AG MUV2 GR 0.0782 0.0792 2.7709 -2.0656 0.7572 0.1054 3.1331 3.0434
Allianz ALV GR 0.1464 0.2267 3.2020 -2.4024 0.7854 -0.1903 3.5413 21.4350
DaimlerChrysler AG DAI GR 0.1858 0.1822 2.5643 -2.5643 0.8458 0.1264 3.0256 3.1587
Siemens AG SIE GR 0.1949 0.2458 2.1944 -2.5003 0.7628 -0.4536 3.4529 50.3365
Deutshe Telekom AG DTE GR 0.0342 0.0000 1.7458 -1.7998 0.6310 -0.0232 2.5429 10.3359
Philip Morris / Altria Group In MO US 0.1840 0.2385 2.5738 -2.6162 0.6300 -0.1899 4.7664 159.8234
Proter & Gamble Co PG US 0.1036 0.1274 1.1879 -1.1130 0.3676 -0.2661 3.0719 14.1166
Eli Lilly & Co LLY US -0.0405 -0.0694 2.1879 -2.7933 0.6888 0.0826 3.5209 14.6195
JP Morgan JPM US 0.0560 0.0876 1.6958 -1.9965 0.5592 -0.2872 3.3159 21.0394
CBS CBS US -0.0501 -0.0241 1.7452 -2.0706 0.6175 -0.1656 2.9438 5.5245
Tab. 12.3  Statistiques desriptives des log-rendements annualisés des ations
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Fig. 12.2  Distribution des log-rendements annualisés
L'hypothèse d'une opule normale est-elle ohérente ave les données empiriques
dont on dispose ? Tout d'abord, le tableau 12.4 donne les oeients de orrélation
et les tau de Kendall pour les ations des trois portefeuilles. Ces mesures démontrent
une dépendane relativement grande entre les log-rendements annualisés.
Pour tester graphiquement l'ajustement de la distribution jointe des rendements à
la distribution normale multivariée, on utilise des graphiques quantiles-quantiles. Il
s'agit alors de onvertir les observations xi à plusieurs dimensions (ii 5) en une
distane généralisée d2i qui mesure la distane entre une observation partiulière et
le veteur moyen de l'éhantillon x¯ :
d2i = (xi − x¯)′S(xi − x¯) , (12.8)
où S est la matrie de ovariane de l'éhantillon. Cette distane, onnue sous le
nom de distane de Mahalanobis est un test intuitif d'ajustement entre une dis-
tribution normale multivariée et une quelonque distribution empirique. Lorsque les
observations proviennent d'une distribution normale multivariée, alors es distanes
suivent approximativement une distribution du χ2 dont le nombre de degré de li-
berté est égal à la dimension de la distribution jointe, voir Everitt & Dunn [59℄.
Ainsi lorsque l'on ompare les distanes ordonnées d2i ave les quantiles d'une dis-
tribution du χ2 ave un nombre de degré de liberté approprié, on devrait obtenir
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RUKN VX NESN VX UBSN VX CSGN VX ZURN VX MUV2 GR ALV GR DAI GR SIE GR DTE GR MO US PG US LLY US JPM US CBS US
Coeient de orrelation
RUKN VX 1.0000 0.3375 0.5930 0.6619 0.6245
NESN VX 1.0000 0.0829 0.1955 0.3010
UBSN VX 1.0000 0.7653 0.6730
CSGN VX 1.0000 0.6508
ZURN VX 1.0000
MUV2 GR 1.0000 0.7623 0.4060 0.4899 0.3510
ALV GR 1.0000 0.4907 0.6019 0.4419
DAI GR 1.0000 0.4804 0.2116
SIE GR 1.0000 0.4697
DTE GR 1.0000
MO US 1.0000 0.2746 0.2764 0.2032 0.1831
PG US 1.0000 0.3443 0.2688 0.0497
LLY US 1.0000 0.2453 0.1564
JPM US 1.0000 0.2358
CBS US 1.0000
Tau de Kendall
RUKN VX 1.0000 0.2706 0.3965 0.4288 0.4324
NESN VX 1.0000 0.1040 0.1441 0.2074
UBSN VX 1.0000 0.5120 0.4362
CSGN VX 1.0000 0.4120
ZURN VX 1.0000
MUV2 GR 1.0000 0.5648 0.2730 0.3420 0.2448
ALV GR 1.0000 0.3391 0.4268 0.3109
DAI GR 1.0000 0.3325 0.1479
SIE GR 1.0000 0.3101
DTE GR 1.0000
MO US 1.0000 0.2088 0.2028 0.1266 0.1322
PG US 1.0000 0.2499 0.2137 0.04223
LLY US 1.0000 0.2063 0.1021
JPM US 1.0000 0.1240
CBS US 1.0000
Tab. 12.4  Coeient de orrélation des log rendements annualisés
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une droite depuis l'origine pour des données provenant d'une distribution normale
multivariée. Les graphiques de la gure 12.3 omparent justement les distanes or-
données ave les quantiles d'une χ22 pour les 3 portefeuilles onsidérés. On observe
surtout pour les portefeuilles CH et DE un manque de linéarité du graphique, e
qui indique une inadéquation de la distribution normale mulitvariée pour la mo-
délisation de la distribution jointe des log-rendements annualisés. On observe en
partiulier que les distributions empiriques ont des queues plus épaisses que la dis-
tribution normale, puisque e sont les distanes au arré élevées (qui orrespondent
aux observations extrêmes) qui s'éartent des quantiles de la distribution du χ2.
Cependant, es graphiques quantile-quantile ne permettent pas de déteter si la dé-
pendane de queue est plus forte à gauhe ou à droite. Les diagrammes de dispersion
à l'annexe B, page 201 montrent que ertaines distributions empiriques à deux di-
mensions ont tendane à aher des queues de distribution à gauhe, 'est-à-dire
pour des rendements faibles. Cei est surtout le as pour le portefeuille CH tandis
que les distributions empiriques à deux dimensions pour le portefeuille US indiquent
l'absene de dépendane de queue.
L'équation 12.5 montrait que la probabilité jointe de défaut est fontion des proba-
bilités individuelles de défaut et de la struture de dépendane. On estime i-après
les probabilités jointes de défaut des trois portefeuilles selon que la dépendane est
modélisée par une opule de Clayton, de Student ou de Gumbel. Les paramètres
des opules seront estimés par la méthode semi-paramétrique, voir setion 11.2.2.
Cette méthode omporte l'avantage qu'elle ne fait auune hypothèse sur la forme
des marges de la distribution jointe.
Comme on l'a vu au hapitre 10, les opules de Clayton de Student et de Gumbel sont
des opules qui permettent de apturer des queues de distribution épaisses omme
elles suggérées par la gure 12.3. On omparera les probabilités jointes de défaut
impliquées par es deux opules à des probabilités jointes de défaut impliquées par
des opules ne présentant la propriété de dépendane de queue à gauhe, omme par
exemple les opules normale et de Gumbel.
Pour la opule normale l'unique paramètre à estimer est la matrie de orrélation
entre les log-rendements tandis que pour la opule de Student, il s'agit en plus de
la matrie de orrélation, de trouver l'estimateur du paramètre νˆ donnée par :
νˆ = argmax
T∑
t=1
ln c(Fˆ1(x1t), Fˆ2(x2t); ν) ; (12.9)
où c est la densité de la opule de Student donnée par l'équation 10.23.
Les estimateurs
2
du maximum de vraisemblane pour les opules normales et de
student sont donnés dans les tableaux 12.5 et 12.6. Les valeurs entre parenthèses
sont les éart-types des estimateurs et la troisième olonne donne la valeur maximale
de la fontion de vraisemblane.
2
Toutes les estimations sont faites ave le Copula Pakage du logiiel R
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Fig. 12.3  Test graphique de la plausibilité de la distribution normale multivariée
Pour les opules de Clayton et Gumbel, il s'agit de trouver l'estimateur du paramètre
θˆ, voir équation (11.15) :
θˆ = argmax
T∑
t=1
ln c(Fˆ1(x1t), . . . , Fˆ5(x5t); θ) ; (12.10)
où c est la densité de la opule de Clayton respetivement de Gumbel à inq dimen-
sions.
Le tableau 12.7 reporte les résultats des estimations par maximum de vraisemblane
des paramètres des opules arhimédiennes. Les valeurs entre parenthèses sont les
éart-types des estimateurs et ML désigne la valeur maximale de la fontion de
vraisemblane.
An d'établir une omparaison entre les trois modèles hoisis pour la struture de
dépendane des log-rendements, on utilise le ritère d'information d'Akaike, AIC.
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Portefeuille ρˆN ML
CH

1 0.3665 0.5876 0.6402 0.6249
(0.0235) (0.0161) (0.01436) (0.01492)
1 0.1188 0.2004 0.3043
(0.0273) (0.0265) (0.0249)
1 0.7394 0.6526
(0.0106) (0.0139)
1 0.6186
(0.0150)
1

1353.276
DE

1 0.7450 0.4187 0.4824 0.3455
(0.0100) (0.0217) (0.0196) (0.0236)
1 0.4973 0.5790 0.4393
(0.0195) (0.0167) (0.0213)
1 0.4748 0.2041
(0.0202) (0.0264)
1 0.4576
(0.0208)
1

1128.685
US

1 0.2884 0.2985 0.2039 0.1832
(0.0256) (0.0254) (0.0273) (0.0277)
1 0.3500 0.2819 0.0509
(0.0241) (0.0258) (0.0288)
1 0.2558 0.1573
(0.0263) (0.0280)
1 0.2234
(0.0270)
1

277.5371
Tab. 12.5  Résultats des estimateurs des paramètres de la opule normale
Ce ritère, basé sur la mesure d'information de Kullbak-Leibler a pour objet de
déterminer le modèle qui s'ajuste le mieux à la base de données. La valeur du ritère
est donnée par :
AIC = 2 · (−max lnL) + 2K , (12.11)
où maxlnL est le logarithme de la fontion de vraisemblane à son maximum et K
est le nombre de paramètre à estimer. Pour les modèles de Clayton et Gumbel on
a K = 1, pour la opule normale K = 10 tandis que pour la opule de Student
K = 11 puisque le modèle estime à la fois les oeients de orrélation et le nombre
de degrés de liberté. Plus le AIC est petit, mieux le modèle est adapté aux données.
On observe que le modèle de Student est le mieux adapté pour les portefeuilles CH
et DE, tandis que la opule normale est le meilleur modèle pour le portefeuille US.
La opule de Gumbel est elle qui s'ajuste le moins bien aux éhantillons.
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Portefeuille ρˆt νˆ ML
CH

1 0.3776 0.5962 0.6353 0.6238
(0.0247) (0.0173) (0.01597) (0.0163)
1 0.1448 0.2124 0.2973
(0.02859) (0.0279) (0.0260)
1 0.7440 0.6569
(0.0114) (0.0146)
1 0.6266
(0.0162)
1

12
(1.8917)
1380.730
DE

1 0.7654 0.4209 0.5014 0.3716
(0.0106) (0.0230) (0.0205) (0.0245)
1 0.4975 0.6033 0.4627
(0.0211) (0.0177) (0.0225)
1 0.4865 0.2260
(0.0214) (0.0277)
1 0.4484
(0.0226)
1

11
(1.3823)
1176.958
US

1 0.2889 0.2991 0.2037 0.1838
(0.0257) (0.0254) (0.0273) (0.0277)
1 0.3513 0.2826 0.0516
(0.0241) (0.0258) (0.0289)
1 0.2571 0.1569
(0.0264) (0.0281)
1 0.2223
(0.0271)
1

350
(94.2721)
277.2542
Tab. 12.6  Résultats des estimateurs des paramètres de la opule de Student
Portefeuille Copule
Normale Student Clayton Gumbel
CH -2686.552 -2739.46 -1642.3044 -1386.107
DE -2237.37 -2331.916 -1648.2888 -1258.224
US -535.0742 -532.5084 -424.888 -321.8896
Tab. 12.8  AIC selon le hoix de la opule
On peut déduire de et exemple que plus la dépendane est forte (Portefeuilles
CH et DE) et moins la opule normale est adaptée pour la modélisation des de la
dépendane. La prinipale faiblesse des opules arhimédiennes réside sans doute
dans le fait qu'elles sont aratérisées par un seul paramètre et e même paramètre
est valable pour toutes les sous-opules à k ≤ 5 dimensions. Cei signie par exemple
que le paramètre de la opule de Clayton dérivant la dépendane entre les log
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Portefeuille Copule de Clayton Copule de Gumbel
θˆ ML θˆ ML
CH 0.6478 822.1522 1.3788 694.0535
(0.0208) (0.0144)
DE 0.6376 825.1444 1.3720 630.112
(0.0204) (0.0143)
US 0.2620 213.4440 1.1608 161.9448
(0.016) (0.0112)
Tab. 12.7  Résultats des estimations des paramètres des opules de Clayton et
Gumbel
rendements des ations UBSN VX et CSG VX est le même que elui dérivant de la
opule entre UBSN VX et NESN VX. Or, il est évident que la dépendane entre les
deux valeurs nanières est plus forte que elle entre l'UBS et Nestlé. Cei est très
probablement la raison pour laquelle les opules arhimédiennes sont peu adaptées
à la modélisation de la dépendane de veteurs aléatoires de dimension supérieure
à 2, surtout lorsque les marges à 2 dimensions ou plus de la distribution jointe du
veteur sont sensiblement diérentes les unes des autres.
Les probabilités jointes de défaut pour es 3 portefeuilles sont ensuite estimées, selon
que la dépendane est modélisée par une opule normale, de Student, de Clayton
ou de Gumbel dont les paramètres ont été préédemment estimés, voir tableau 12.9.
Le alul de la probabilité de défaut se fait haque fois à l'aide de l'équation (12.3).
Les probabilités individuelles de défaut sont données par la matrie de transition et
dépendent du rating de l'émetteur du rédit. On utilise les probablités individuelles
de défauts suivantes : AA :0.01% ; AA- :0.02% ; A+ :0.05% ; A- :0.06% ; A :0.07% ;
BBB :0.23%.
On observe que les probabilités jointes de défaut impliquées par la opule normale
et par la opule de Gumbel sont les plus faibles. En eet, le défaut joint orrespond
à des log-rendements situés à l'extrémité gauhe de la distribution jointe. Or, es
deux opules sont justement aratérisées par des queues gauhes érasées, e qui
implique une probabilité très faible pour des événements situés à l'extrême gauhe
de la distribution. De plus, on peut onlure que la queue gauhe de la distribution
jointe onstruite ave une opule de Gumbel est beauoup plus érasée que elle
onstruire ave une opule normale. Les probabilités jointes de défaut sont en eet
inférieures pour la opule de Gumbel que pour la opule normale.
Par ontre les deux autres opules impliquent des probabilités jointes de défaut
sensiblement supérieures à elles impliquées par les opule normale et de Gumbel.
La raison est que les opule de Student et de Clayton se aratérisent par une
dépendane de queue à gauhe plus ou moins forte, selon les paramètres des opules.
On note par ailleurs que la opule de Clayton implique des probabilités jointes de
défaut supérieures à la opule de Student.
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Portefeuille Copule
Normale Student Clayton Gumbel
CH 3.390417e-11 2.309567e-06 1.862103e-05 2.633152e-12
DE 7.448883e-08 1.603409e-06 2.071186e-05 6.378142e-12
US 3.843351e-10 5.84254e-10 1.598501e-06 1.156319e-13
Tab. 12.9  Probabilité jointe de défaut en selon le hoix de la opule
Les résultats de la table 12.9 montrent une très grande sensibilité de la probabilité de
défaut à la struture de dépendane entre les log-rendements. Cei souligne l'impor-
tane du modèle hoisi pour la struture de dépendane entre les log-rendements.
Une inadéquation du modèle hoisi pour la struture de dépendane peut avoir
omme onséquene une large mésestimation des probabilités jointes de défaut.
12.4 Copule et apital éonomique
Dans ette setion, on examine le rle des opules dans le alul du apital éono-
mique. Comme on l'a vu à la setion 3.4, le apital éonomique onstitue le mon-
tant des fonds propres néessaire pour ouvrir l'exposition au risque de rédit du
portefeuille. Contrairement au niveau des fonds propres réglementaires, le apital
éonomique est alulé en tenant ompte du degré de diversiation du portefeuille
et de ses aratéristiques propres. La mesure du apital éonomique est donnée par
l'équation (3.18) :
EC1−α = q1−α − E(L˜) ,
où
 q1−α est le (1− α) · 100%-quantile de la distribution de la perte globale L˜
 E(L˜) est l'espérane mathématique de la perte globale du portefeuille.
Le alul de E(L˜) ne dépend pas de la struture de dépendane entre pertes indivi-
duelles. En eet, l'espérane mathématique étant un opérateur linéaire on obtient,
voir :
E(L˜) = E
(
m∑
i=1
L˜i
)
=
m∑
i=1
E(L˜i) . (12.12)
Comme il est d'usage de faire l'hypothèse que la perte en as de défaut (ou le taux
de reouvrement) et l'exposition en as de défaut sont non aléatoires, on obtient
l'expression suivante de l'espérane de la perte globale, voir setion 3.2 :
E(L˜) =
m∑
i=1
EADi × LGDi︸ ︷︷ ︸
ωi
×E(Li) =
m∑
i=1
ωiPDi , (12.13)
où PDi est la probabilité de défaut du rédit i.
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Le alul du quantile q1−α = F
−1
L˜
(1− α), où FL˜ est la fontion de répartition de L˜
dépend lui de la struture de dépendane entre pertes individuelles. La fontion FL˜
s'érit de la manière suivante :
FL˜(l) = P (L˜ ≤ l) = P
(
m∑
i=1
L˜i ≤ l
)
= P
(
m∑
i=1
ωiLi ≤ l
)
. (12.14)
Dans le adre d'un modèle de défaut où les seuls états relevants sont défaut et non
défaut, la perte minimale lmin = 0 orrespond au non-défaut de tous les rédits
tandis que la perte maximale au défaut de tous les rédits lmax =
∑m
i=1 ωi. On a
FL˜(lmin) = P (L˜ = 0) = P (X1 > d1, . . . , Xm > dm) et FL˜(lmax) = 1 .
Soit à présent lk =
∑k
i=1 ωi la perte qui survient lorsque k ≤ m du portefeuille font
défaut. lk est une valeur de la perte globale qui se situe dans l'intervalle [lmin, lmax].
La probabilité qu'au moins k rédits fassent défaut est en fait égale à la probabilité
que la perte globale soit supérieure ou égale à lk. Dans le adre des modèles stru-
turels, la probabilité qu'au moins k rédits fassent défaut est égale à la probabilité
qu'au moins k variables latentes soient inférieures à leurs seuils de défaut respetifs
soit :
P (L˜ ≥ lk) = P (X1 < d1, . . . , Xk < dk, Xk+1 <∞, . . . , Xm <∞) .
Cette probabilité s'exprime à travers une marge à k dimensions de la opule, voir
équation (12.5) :
P (L˜ ≥ lk) = C(p1, . . . , pk, 1, . . . , 1) = C1,...,k(p1, . . . , pk) . (12.15)
On a alors
FL˜(lk) = 1−C1,...,k(p1, . . . , pk) . (12.16)
Il devient à présent évident que dans le adre des modèles struturels, la fontion
de répartition de la perte globale est dépendante de la opule entre les variables
latentes. En eet, une opule C à m dimensions possède les mêmes propriétés que
ses marges à k ≤ m dimensions. Soient deux opules C1 et C2 telles C1 ≻ C2.
Lorsque l'on modélise la dépendane entre les variables latentes suessivement par
les opule C1 et C2, alors la fontion de répartition des pertes F
1
impliquée par la
opule C1 va dominer au sens statistique la fontion F2 impliquée par la opule C2,
voir gure 12.4. Cei signie qu'en haque point l ∈ [0, lmax], on aura
F 1
L˜
(l) ≤ F 2
L˜
(l) . (12.17)
À travers la fontion de répartition de la perte globale, le hoix de la opule détermine
le quantile qui est égal à F−1
L˜
(1−α). Par onséquent, le hoix de la opule inuene
diretement le niveau apital éonomique à détenir pour ouvrir le risque de rédit.
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Fig. 12.4  Eet de la opule sur la fontion de répartition des pertes globales
Tang & Valdez [145℄ ont eetué une étude sur le rle des opules dans l'agrégation
des risques en assurane. En utilisant des données sur les pertes de quatre business
lines en Australie, Tang & Valdez [145℄ examinent la sensibilité de la mesure de
apital requise pour ouvrir le risque global par rapport au hoix de la opule qui
lie les pertes individuelles. Ils limitent leur hoix en ne onsidérant que des opules
elliptiques. Le résultat de leurs simulations montrent une diérene onsidérable
entre les distributions des pertes globales selon le hoix de la opule. Leur onlusion
est qu'il y a une large variation du apital requis selon l'hypothèse faite sur la
struture de dépendane entre les diérentes pertes.
Dans le adre des modèles struturels du risque de rédit, il est possible d'obtenir
une distribution empirique des pertes globales et d'en déduire la mesure du apital
éonomique. En eet, pour un portefeuille dem rédits, la perte globale peut s'érire :
L˜(X) =
m∑
i=1
ωi · 1Xi≤di . (12.18)
Pour haque réalisation du veteur X = (X1, . . . , Xm)
′
des variables latentes, on
obtient une observation de la perte globale à l'aide de l'équation 12.18. Si l'on
dispose d'un éhantillon de N observations du veteur des variables latentes, on
onstruit l'éhantillon de N observations de la perte globale dont on peut déduire
une mesure empirique du apital éonomique.
A titre d'illustration, on onsidère un portefeuille de m = 10 rédits dérit par
le tableau 12.10. On onsidère des rédits de faible rating de sorte que les pertes
individuelles et jointes sont plus ou moins fréquentes. Les probabilités individuelles
de défaut PDi proviennent de la matrie de transition de Standard & Poor's, voir
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Annexe A. On suppose que les variables latentes Xi suivent haune une distribution
normale entrée réduite, de telle manière que le seuil de défaut di est donné par :
di = Φ
−1(PDi)
Crédit Rating Probabilité de défaut Perte en as de défaut Seuil de défaut
(CHF)
i pi wi di = Φ
−1(pi)
1 BB 0.0115 30'000 -2.2734
2 BB 0.0115 30'000 -2.2734
3 BB- 0.0197 25'000 -2.0600
4 BB- 0.0197 25'000 -2.0600
5 B+ 0.0319 20'000 -1.8536
6 B+ 0.0319 20'000 -1.8536
7 B 0.0899 15'000 -1.3414
8 B 0.0899 15'000 -1.3414
9 B- 0.1301 10'000 -1.1259
10 B- 0.1301 10'000 -1.1259
Tab. 12.10  Desription du portefeuille
Pour mettre en évidene le rle du hoix de la struture de dépendane du ve-
teur de variables latentes, on simule 10'000 observations de trois veteurs X =
(X1, . . . , X10), X
′ = (X ′1, . . . , X
′
10) et X
′′ = (X ′′1 , . . . , X
′′
10) de variables latentes
ayant les mêmes marges (normales standard) mais des strutures de dépendane
diérentes.
Pour faire en sorte que es veteurs soient omparables au niveau de la dépendane,
on hoisit un tau Kendall identique et égal 0.6 pour tous les sous-veteurs à deux
dimensions des veteurs X, X ′ et X ′. Cei signie que
τXi,Xj = τX′i,X′j = τX′′i ,X′′j = 0.6, i 6= j .
Premièrement, on simule un veteur X de distribution normale multivariée. Cei
implique le hoix de la opule normale. A partir de e tau de Kendall onnu, on
déduit aisément le paramètre de la opule normale à l'aide de l'équation (10.13) qui
donne la relation entre le tau de Kendall et le oeient de orrélation. Le paramètre
de la opule normale entre les variables latentes est par onséquent la matrie de
orrélation ρ dont les tous les éléments hors-diagonale sont égaux à
ρij = sin
(τij · π
2
)
= sin
(
0.6 · π
2
)
= 0.8090 . (12.19)
Deuxièmement, on simule un veteur de variables latentes X ′ dont la struture de
dépendane est une opule de Clayton. Pour une opule de Clayton de dimension m
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et de paramètre θ, on peut montrer que haque marge de dimension k ≤ m est une
aussi opule de Clayton de paramètre θ. Sahant alors que le tau de Kendall est égal
à 0.6 pour tous les sous-veteurs à deux dimensions (X ′i, X
′
j) , on peut aluler le
paramètre des sous-opules de dimension 2 à l'aide de l'équation (10.46). On déduit
alors l'unique paramètre de la opule de Clayton :
τ =
θ
θ + 2
⇔ θ = 2τ
1− τ =
2 · 0.6
1− 0.6 = 3 . (12.20)
Enn, on simule un veteur X ′′ ayant une struture de dépendane représentée par
une opule de Student de paramètres ρ et ν = 10 degrés de liberté. En eet, un tau
de Kendall égal à 0.6 pour les sous-veteurs de dimension 2 implique, omme pour
la opule de Student la même matrie de orrélation que la opule normale.
Pour haque observation du veteur de variables latentes X, X ′ ou X ′′, l'équa-
tion (12.18) donne une observation de la perte globale qu'on désignera respetive-
ment par L˜, L˜′ et L˜′′. Pour haune des trois strutures de dépendane hoisies, on
obtient don 10'000 observations de la perte globale dont la distribution est repré-
sentée les histogrammes de la gure 12.5.
On remarque la struture de dépendane entre les variables latentes inuene la
forme de la distribution, en partiulier la queue de la distribution. Les opules de
Clayton et de Student onduisent à des queues plus épaisses que la opule normale.
Cela est dû à la propriété de dépendane de queue à gauhe que les opules de
Clayton et de Student possèdent.
Ces résultats sont ohérents ave les résultats de la setion 12.1. En eet, puisque
les opules de Clayton et de Student aboutissent à des probabilités jointes de défaut
supérieures à elles de la opule normale, les pertes liées aux défauts joints seront
plus fréquentes pour es opules que pour la opule normale.
Dans et exemple, on obtient des mesures de tendane entrale ainsi que des mesures
de dispersions des pertes globales qui sont diérentes selon le hoix de la opule. Le
tableau 12.11 donne les mesures de tendane entrale et de dispersion de la perte
globale selon le hoix de la opule. Les résultats obtenus sont quasiment identiques,
sauf que l'éart-type de la perte globale ave une opule Clayton est supérieure de
6.43% à elle obtenue ave les opules normale et de student.
Copule Normale Copule de Clayton Copule de Student
L˜ L˜′ L˜′′
Moyenne 39495 39293 38413,5
Éart-type 57003.3325 60668.2224 56654.8012
Tab. 12.11  Moyenne et éart-type de la perte globale selon le hoix de la opule
Le tableau12.12 donne le apital éonomique requis pour divers niveaux de signia-
tion selon la distribution simulée des pertes. Quelque soit le niveau de signiation,
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opule
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le apital éonomique est inférieur pour la opule normale que pour les opules de
Clayton et de Student.
Copule Normale Copule de Clayton Copule de Student
EC95% 130505 145707 138586.5
EC97.5% 130505 145707 138586.5
EC99% 175505 185707 176586.5
Tab. 12.12  Capital éonomique selon le niveau de signiation et la opule
Le tableau 12.12 montre que pour un portefeuille dont le tau de Kendall de haque
sous-veteur à 2 dimensions du veteur des variables latentes est identique, la mesure
du apital éonomique est sensiblement diérente selon le hoix de la opule. Pour
un niveau des signiation de 95% et 97.5%, la opule de Clayton implique un niveau
du apital éonomique qui est environ 12% supérieur au apital éonomique impliqué
par la normale. La opule de Student elle implique un niveau de apital 6% supérieur
à elui impliqué par la opule normale. Pour un niveau de signiation de 99%, le
apital éonomique impliqué par la opule normale est plus ou moins égal à elui
impliqué par la opule de Student. Cei signie que les queues extrêmes des deux
distributions sont pareilles, tandis que elle de la distribution jointe dérite par la
opule de Clayton est bien plus épaisse.
Il est par onséquent évident que si une opule normale est utilisée à tort pour mo-
déliser la dépendane entre les variables latentes, il y a un risque de sous estimation
du apital néessaire pour ouvrir le risque de rédit du portefeuille.
Tang & Valdez [145℄, qui modélisent diretement la opule entre les pertes alors
qu'ii on modélise la opule entre les variables latentes, parviennent à des résultats
similaires. Ils obtiennent en eet aussi des formes diérentes de la distribution des
pertes globale selon le hoix de la opule.
Dans un artile réent, Malevergne & Sornette [110℄ testent l'hypothèse nulle
que la dépendane entre les atifs naniers peut être modelisée par la opule nor-
male. Leur base de données se ompose entre autres des rendements journaliers de
22 titres parmi les plus grandes ompagnies otées au New York Stok Exhange.
Ils onstatent que pour la plupart des paires d'atifs naniers, l'hypothèse de la
opule normale ne peut être rejetée. Cependant, malgré la qualiation apparente
de l'hypothèse normale de opule, une opule non normale, telle que la opule de
Student, n'est pas non plus rejetée si elle a susamment de degrés de de liberté.
Malevergne & Sornette [110℄ onluent alors qu'il peut s'avérer dangereux
de toujours utiliser l'hypothèse d'une opule normale, partiulièrement lorsque le
oeient de orrélation entre les paires d'atifs est élevé. Dans de tels as, la dé-
pendane de queue négligée par la opule normale est importante, et le hoix d'une
opule normale mènerait à la sous estimation des événements extrêmes. De plus,
d'autres travaux tels que Mashal & Zeevi [113℄ et Breymann & al. [23℄ ont
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prouvé que l'ajustement empirique de la opule de student est généralement supé-
rieur à elui de la opule normale. La raison prinipale est la apaité de la opule
de student de apturer mieux le phénomène des valeurs extrêmes dépendantes, qui
est souvent observé pour les rendements des atifs naniers.
La opule de Student, même en omparaison ave les opules arhimédiennes, s'avère
très intéressante pour modéliser la dépendane en nane. La raison majeure est
qu'elle permet de prendre en ompte les partiularités de la dépendane des sous-
veteurs bivariés à travers le oeient de orrélation, tout en ayant un unique
paramètre qui aratérise la dépendane de queue de tout le veteur. En eet, le
désagrément majeur des opules arhimédiennes, omme par exemple la opule de
Clayton onsidérée dans ette setion est qu'elle ne omporte qu'un seul paramètre
qui aratérise la dépendane de tout le veteur. Néanmoins, la opule de Student
implique une dépendane symétrique n'est pas adaptée à la modélisation de toute
la distribution des variables latentes. Mais puisque l'intérêt porte souvent seulement
sur la queue droite de la distribution des pertes, la opule de student peut s'avérer
un exellent hoix.
Chapitre 13
Copules et dépendane des défauts
dans les modèles réduits
A l'inverse des modèles struturels, les modèles à forme réduite disutés au hapitre 5
ne partent pas d'une variable latente sensée onduire le défaut, mais onsidèrent
omme exogène le proessus qui onduit le défaut. En fait, ette lasse de modèles
inlue les modèles struturels omme des as partiuliers où le défaut est déni de
manière endogène. Les modèles à forme réduite présentent plusieurs avantages, entre
autres le fait qu'ils permettent de rendre ompte des ruptures (sudden surprises) : en
eet le défaut est onsidéré omme le saut du proessus stohastique, et la probabilité
de défaut, sur toute période de temps est non nulle. Dans e hapitre, on étudie le
risque de défaut au niveau du portefeuille dans le adre des modèles à forme réduite, à
travers une modélisation de la dépendane des défauts à l'aide des fontions opules.
L'input des modèles à forme réduite est le spread observé sur les marhés des rédits
risqués omme les obligations. En dehors des rating attribués par les agenes de
notation, les spreads, notamment eux des CDS, sont les indiateurs de la qualité
des rédits les plus employés. Le prinipal avantage des spreads est qu'il sont un
indiateur ontinu du risque de défaut des émetteurs d'obligations par le marhé.
En eet, une hausse des spreads d'un CDS indique la détérioration dans la pereption
de la qualité de rédit ; une baisse, l'opposé. Comme on l'a vu à la setion 5.3, 'est
à partir de es spreads que sont alibrés les paramètres des modèles réduits. La
setion suivante étudie la relation entre opule et probabilité jointe de survie dans
les modèles réduits.
13.1 Copules et probabilité jointe de survie
On onsidère un portefeuille dem rédits et l'on xe un horizon de temps quelonque
T . Dans le adre d'un modèle d'intensité, le défaut du rédit i à la date t est modélisé
par le saut d'un proessus stohastique de Poisson d'intensité λi(t). Comme on l'a
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vu au hapitre 5, e paramètre s'interprète, omme étant la probabilité instantanée
de défaut au temps t étant donné la survie jusqu'à la date t.
La durée de survie τi de haque rédit i est une variable aléatoire qui suit une distri-
bution exponentielle de paramètre λi(t). Chaque rédit possède alors une probabilité
non nulle de défaut à haque instant ; et la distribution de τi donne les probabilités
de défaut à tous les horizons. À l'instant t, on estimera la probabilité de défaut à
l'horizon T par :
pi = Pt(τi ≤ T ) = 1− Et
[
exp
(
−
∫ T
t
λi(s)ds
)]
, (13.1)
où Et dénote l'espérane mathématique étant donné l'information disponible au
temps t. Lorsque l'on fait l'hypothèse que l'intensité de défaut sera onstante entre
t et T , on obtient l'estimation suivante de la probabilité de défaut à l'horizon T :
pi = 1− e−λi(t)(T−t) . (13.2)
Cette hypothèse, omme on l'a vu à la setion 5.4.2, a permis d'obtenir une relation
linéaire simple entre le spread du CDS et l'intensité de défaut, voir équation (5.36).
A la date t, la fontion de survie du rédit i à tout horizon T est modélisée par la
fontion suivante :
Si(T ) = P (τi > T ) = e
−λi(t)(T−t) . (13.3)
On s'intéresse à un portefeuille de m rédits et à la fontion de survie multidimen-
sionnelle S(T1, T2, . . . , Tm) dénie par :
S(T1, T2, . . . , Tm) = P (τ1 > T1, . . . , τm > Tm) . (13.4)
Si on hoisit Ti égale à la maturité du rédit i, l'équation (13.4) donne la probabilité
qu'auun rédit ne fasse défaut avant sa maturité. Bien évidemment, la fontion de
survie unidimensionnelle est
Si(Ti) = S(0, . . . , 0, Ti, 0, . . . , 0) ,
et la relation entre la fontion de survie multidimensionnelle et la fontion de répar-
tition multidimensionnelle n'est pas aussi direte que dans le as univarié :
S(T1, T2, . . . , Tm) 6= 1− F (T1, T2, . . . , Tm) .
Pour onstruire des fontions de survie multidimensionnelles et en déduire des pro-
babilités de survie jointes à des horizons divers, on utilisera le onept de la opule.
Soit S une fontion de survie jointe à m dimensions dont les marges sont S1, . . . , Sm.
Le théorème 8.11 permet de lier des survies unidimensionnelles à une fontion de
survie jointe au travers de la opule de survie. La probabilité jointe de survie à un
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horizon ommun à tous les rédits T est don fontion des survies marginales et de
la opule de survie entre les durées de survie.
S(T, . . . , T ) = P (τ1 > T, . . . , τm > T ) (13.5)
= C¯(S1(T ), . . . , Sm(T )) .
On onsidère à titre d'exemple un portefeuille omposé de m rédits et on suppose
que les durées de survies des rédits sont liées par une opule normale de paramètre
Σ. Puisque la opule normale possède la propriété de symétrie radiale on a :
C¯
N
ρ(u1, u2, . . . , un) =
n∑
i=1
ui − (n− 1) +CNρ(1− u1, . . . , 1− un)
= CNρ(u1, u2, . . . , un) .
Dans e as, la probabilité jointe de survie à un horizon d'un an est alors donnée
par :
S(1, . . . , 1) = P (τ1 > 1, . . . , τm > 1)
= CN
Σ
(S1(1), . . . , Sm(1))
= ΦΣ(Φ
−1(S1(1)), . . . ,Φ
−1(Sm(1)) . (13.6)
De même, la probabilité jointe de défaut à un horizon d'un an est donnée par :
P (τ1 ≤ 1, τ2 ≤ 1, . . . , τm ≤ 1) = ΦΣ(Φ−1(F1(1)), . . . ,Φ−1(Fm(1))) ; (13.7)
où Fi(t) = 1− Si(t).
La question fondamentale qui se pose dans e hapitre est de savoir omment modé-
liser la dépendane entre les durées de survies en vue d'estimer la probabilité jointe
de survie. Dans leurs travaux, Jarrow, Lando & Yu [96℄ supposaient que la seule
soure de orrélation entre les durées de survie des rédits est la orrélation entre les
intensités de défaut de es rédits. Cette hypothèse signie en fait que les fateurs
de risque ommuns inuenent les intensités de défaut, et que une fois es intensi-
tés données, les fateurs de risque spéiques deviennent indépendants les uns des
autres. En d'autres termes, ei orrespond à dire que la struture de dépendane
entre les durées de survie est égale à la struture de dépendane entre les intensités.
Puisque la relation entre le spread de rédit et l'intensité de défaut est, sous er-
taines hypothèses, linéaire et positive (voir équation (5.36)) et que la struture de
dépendane est invariante par rapport aux transformations stritement monotones
roissantes, on déduit que la struture de dépendane entre les durées de survie
est égale à la struture de dépendane entre les spreads de rédits. On modélisera
don à la setion suivante la dépendane des durées de survie par la opule entre les
spreads de rédits. Les paramètres de elle-i seront estimés à l'aide d'observations
empiriques sur les marhés des spreads des CDS.
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13.2 Copules et probabilité jointe de survie : Exemple
d'appliation
On onsidère à nouveau les trois portefeuilles du hapitre préédent, voir tableau 12.2.
Il s'agit d'étudier la sensibilité de la probabilité jointe de survie au hoix de la opule
entre les durées de survie. Dans ette setion, les probabilités individuelles de survie
sont alulées à partir du modèle d'intensité du risque de défaut et alibrées sur des
données des spreads des CDS à 5 ans. Il s'agit de ontrat CDS sur des titres de dette
senior, 'est-à-dire des titres de dette bénéiant de garanties spéiques et dont le
remboursement se fait prioritairement par rapport aux autres dettes, dites dettes
subordonnées.
La base de données se ompose des séries temporelles des spreads des CDS entre
juin 2003 et déembre 2007. Les graphiques de la gure 13.2 montrent l'évolution des
spreads (en points de base) des CDS à 5 ans au ours de la période d'observation.
On observe, en partiulier pour le portefeuille CH, une augmentation importante des
spreads à partir de l'été 2007 en raison des turbulenes sur les marhés des rédits
et des inertitudes pesant sur l'environnement éonomique global.
0
10
20
30
40
50
60
70
80
CRUK1E5 CNESN1E5 CUBS1E5 CCS1E5 CZURN1E5
0
40
80
120
160
200
CMURE1E5 CALZ1E5 CDCX1E5 CSIEM1E5 CDT1E5
0
100
200
300
400
CMO1U5 CPG1U5 CLLY1U5 CJPM1U5 CVIA1U5
Fig. 13.1  Distribution des spreads des CDS
13.2. Copules et probabilité jointe de survie : Exemple d'appliation 181
0
10
20
30
40
50
60
70
80
Jul 03 Jan 04 Jul 04 Jan 05 Jul 05 Jan 06 Jul 06 Jan 07 Jul 07
CRUK1E5
CNESN1E5
CUBS1E5
CCS1E5
CZURN1E5
0
40
80
120
160
200
Jul 03 Jan 04 Jul 04 Jan 05 Jan 06 Jul 06 Jan 07 Jul 07
CMURE1E5
CALZ1E5
CDCX1E5
CSIEM1E5
CDT1E5
0
100
200
300
400
Jul 03 Jan 04 Jul 04 Jan 05 Jul 05 Jan 06 Jul 06 Jan 07 Jul 07
CMO1U5
CPG1U5
CLLY1U5
CJPM1U5
CVIA1U5
Fig. 13.2  Evolution des spreads des CDS (5 ans)
Soure des données : Bloomberg
Les diagrammes de Box
1
de la gure 13.1 montrent des distributions empiriques des
spreads des CDS marquées par des valeurs aberrantes (outliers) surtout pour les
valeurs nanières.
1
Chaque symbole utilisé dans les diagrammes de Box orrespond à un émetteur préis, voir
tableau 13.2
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La relation rating-spread intuitive selon laquelle le rating et le spread sont inverse-
ment proportionnels est observée dans la base de données : en eet, pour le porte-
feuille CH, l'émetteur Nestlé qui possède le meilleur rating (voir tableau 12.2) ahe
des spreads moins élevés et moins volatiles (voir tableau 13.1) que les spreads des
autres émetteurs. Le tableau 13.1 donne les statistiques desriptives des spreads des
CDS pour les trois portefeuilles onsidérés. On observe une grande volatilité des
spreads pour les valeurs nanières en raison de la rise des rédits à partir de juillet
2007. De plus, selon le test de Jarque-Bera, l'hypothèse d'une distribution normale
pour modéliser la distribution des spreads des CDS est globalement rejetée, sauf
pour les spreads de CBS Corp.
Le tableau 13.2 donne des estimations de la probabilité annuelle de survie et à un
horizon de 5 années au 31.12.2007. Celles-i sont alulées à partir des quotations
des CDS à ette date de la manière suivante. On estime tout d'abord pour haque
rédit l'intensité de défaut à l'aide de l'équation (5.36) et en hoisissant δi = 40%
2
.
On alule ensuite les probabilités de survie aux horizons T = 1 et T = 5 à l'aide
de l'équation (13.3).
Portefeuille Symbole Émetteur Spread CDS Survie 1 an Survie 5 ans
CRUK1E5 Swiss Reinsurane 52.023 0.998267403 0.99136698
CNESN1E5 Nestlé 22.538 0.999249015 0.996250713
Portefeuille CH CUBS1E5 UBS 45.799 0.998474531 0.992395892
CCS1E5 Credit Suisse 48.431 0.998386936 0.991960656
CZURN1E5 Zurih Finanial Servies 50 0.998334721 0.991701293
CMURE1E5 Muenhener 33.695 0.998877464 0.994399906
Ruekversiherungs AG
CALZ1E5 Allianz 48.226 0.998393758 0.991994549
Portefeuille DE CDCX1E5 DaimlerChrysler AG 45.132 0.998496731 0.992506219
CSIEM1E5 Siemens AG 37.779 0.998741493 0.993723281
CDT1E5 Deutshe Telekom AG 57.764 0.998076386 0.990418861
CMO1U5 Philip Morris/Altria Group In 34.401 0.998853957 0.994282905
CPG1U5 Proter & Gambel Co 27.929 0.999069467 0.995355984
Portefeuille US CLLY1U5 Eli Lilly & Co. 14.358 0.999521515 0.997609861
CJPM1U5 JP Morgan 49.231 0.998360312 0.991828404
CVIA1U5 CBS Corp. 70.995 0.997636298 0.988237229
Tab. 13.2  Estimation des probabilités individuelles de survie des diérents émet-
teurs au 31.12.2007
Si l'on alule les probabilités de défaut annuelles impliquées par les spreads à l'aide
la formule p = 1 − S(1) où S(1) est la probabilité de survie à 1 an, on observe
que elles-i sont souvent supérieures aux probabilités de la matrie de transition
Standards & Poor's, voir Annexe A. Les travaux d'Arvanitis & al. [3℄ ont aussi
onlu que les modèles réduits ont tendane à aboutir à des probabilités de défaut
supérieures aux probabilités de transition historiques. Cei est probablement dû au
fait qu'en réalité seule une partie des spreads sont une ompensation pour le risque
de défaut, l'autre partie étant une ompensation liée à la liquidités des rédits.
2
Le taux de reouvrement utilisé pour l'estimation des probabilités de défaut par le modèle
standard de la banque amériaine JP Morgan
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Émetteur CDS Moyenne Médiane Minimum Maximum Éart-type Skewness Kurtosis Jarque-Bera
arithmétique
Swiss Reinsurane CRUK1E5 21.44507 20.732 61.244 7.679 9.245072 1.664087 7.090114 1385.655
Nestlé CNESN1E5 8.632814 8.214 26.665 3.25 3.69863 1.70576 8.112848 1882.687
UBS CUBS1E5 11.9283 9.1805 74.901 4.5 9.961914 3.317856 15.16446 9568.334
Credit Suisse CCS1E5 19.94713 17.819 60.835 8.397 9.475486 1.918332 6.784037 1447.107
Zurih Finanial Servies CZURN1E5 29.45115 30.5 60 8.25 13.07321 0.151669 2.084129 43.40016
Muenhener Ruekversiherungs AG CMURE1E5 21.67447 22.345 54.66 5.556 9.104003 0.290357 3.183867 18.49
Allianz CALZ1E5 21.10143 20.667 58.718 5.659 9.972322 0.791566 3.887195 164.1221
DaimlerChrysler AG CDCX1E5 70.31796 67.1065 170.882 19.86 26.9564 0.623076 3.178941 78.98164
Siemens AG CSIEM1E5 20.75597 20.4145 48.401 10.704 7.509469 0.968251 3.46875 197.8268
Deutshe Telekom AG CDT1E5 45.17806 41.569 111.5 21.047 15.25054 1.538884 6.328929 1024.295
Philip Morris / Altria Group In CMO1U5 102.6756 82.7995 357.625 21.621 74.54476 1.008425 3.476995 214.0445
Proter & Gamble Co CPG1U5 14.59745 14 41 6.155 4.00564 1.106567 6.9025 1003.019
Eli Lilly & Co CLLY1U5 12.23162 11.3865 27.75 5.64 5.065495 0.735587 3.123926 108.6222
JP Morgan CJPM1U5 27.33915 26.25 72.602 11.45 10.51649 1.050123 4.444688 323.825
CBS CVIA1U5 49.84359 50.4295 109.53 22.4 15.04311 0.136691 3.018884 3.742194
Tab. 13.1  Statistiques desriptives des spreads des CDS à 5 ans
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Comme on l'a déjà souligné, l'un des avantages de l'utilisation des spreads pour
l'estimation des probabilités de défaut est que les spreads sont spéiques aux émet-
teurs et non à la atégorie de rating. Ainsi, deux émetteurs omme par exemple
Credit Suisse et Zurih Finanial Servies se situent dans la même lasse de rating
(A+) mais leurs risques respetifs reétés par le niveau de leur spreads sont dié-
rents. On observe par exemple que le marhé juge en moyenne que l'émetteur Zurih
Finanial Servies est plus risqué que Credit Suisse puisque le prix de la protetion
ontre le défaut est légèrement plus élevé pour Zurih Finanial Servies que pour
Credit Suisse.
Dans e hapitre, on s'intéresse surtout à la struture de dépendane entre les
spreads. On fera l'hypothèse que la struture de dépendane entre les spreads des
CDS est égale à elle entre les intensités de défaut des diérents rédits. En eet,
puisque pour haque rédit, le paramètre de la fontion de survie est alibré à partir
des spreads des CDS, il est ohérent de déterminer la fontion de survie jointe en
utilisant la struture de dépendane entre les spreads. Le tableau 13.3 présente les
mesures d'assoiation empiriques usuelles pour les trois portefeuilles. Ces mesures
d'assoiation démontrent une dépendane forte entre les spreads, en partiulier pour
le portefeuille CH. Ce dernier est en eet omposé en majorité de valeurs nanières,
les plus touhées par la rise du rédit à partir de juillet 2007. Or, en période de
rise, les orrélations augmentent fortement, d'où des orrélations supérieures à 0.9
par exemple entre les spreads des CDS de Credit Suisse et UBS ou entre eux de
Credit Suisse et Swiss Re.
En omparant es mesures ave elles du tableau 12.4, on observe que les spreads
des CDS sont souvent bien plus orrélés que les log-rendements annualisés pour
les mêmes émetteurs. On ependant note que pour le portefeuille US, les spreads des
CDS indiquent une bonne diversiation, notamment ave des orrélations négatives,
alors que les log-rendements annualisés ahaient des orrélations positives. Cei
démontre une ertaine inohérene entre les marhés des rédits et la marhés ations
inompatible ave les modèles struturels qui lient les spreads aux variables observées
sur le marhé des ations.
On observe en général que des rendements en baisse s'aompagnent d'une hausse
des spreads des rédits et ei est ompatible ave les modèles struturels du risque de
défaut. Pourtant, la deuxième moitié de 2007 s'est aratérisée par une augmentation
très importante des spreads sans qu'il y ait une baisse équivalente des rendements
des ations. La rise s'est fait ressentir surtout sur les marhés des rédits, tandis que
les marhés ations sont restés plus ou moins solides sauf pour les valeurs nanières.
Même si les distributions marginales des spreads peuvent être vraisemblablement
modélisées par une distribution normale univariée omme l'indiquent les tests de
Jarque-Bera du tableau 13.1, une distribution normale jointe est-elle appropriée
pour la distribution jointe des spreads ? Les graphiques de la gure 13.3 qui om-
parent les distanes ordonnées aux quantiles d'une χ2 ave inq degrés de liberté
suggèrent qu'une distribution normale multivariée n'est pas appropriée pour mo-
déliser la distribution jointe des spreads, en partiulier pour les portefeuille CH et
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CH1 CH2 CH3 CH4 CH5 DE1 DE2 DE3 DE4 DE5 US1 US2 US3 US4 US5
Coeient de orrelation
CRUK1E5 (CH1) 1.0000 0.8526 0.8494 0.9146 0.6999
CNESN1E5(CH2) 1.0000 0.7999 0.7751 0.6413
CUBS1E5 (CH3) 1.0000 0.9386 0.5156
CCS1E5 (CH4) 1.0000 0.6384
CZURN1E5 (CH5) 1.0000
CMURE1E5 (DE1) 1.0000 0.9678 0.5025 0.8284 0.6532
CALZ1E5 (DE2) 1.0000 0.4155 0.8651 0.6445
CDCX1E5 (DE3) 1.0000 0.6196 0.7304
CSIEM1E5 (DE4) 1.0000 0.8087
CDT1E5 (DE5) 1.0000
CMO1U5 (US1) 1.0000 0.-0.0274 0.7318 0.3828 -0.5088
CPG1U5 (US2) 1.0000 0.0830 0.4627 0.2867
CLLY1U5 (US3) 1.0000 0.5443 -0.4033
CJPM1U5 (US4) 1.0000 0.0115
CVIA1U5 (US5) 1.0000
Tau de Kendall
CRUK1E5 1.0000 0.6018 0.6171 0.6710 0.5879
CNESN1E5 1.0000 0.5729 0.5519 0.4693
CUBS1E5 1.0000 8305 0.6674
CCS1E5 1.0000 0.6376
CZURN1E5 1.0000
CMURE1E5 1.0000 0.9032 0.4731 0.6926 0.4623
CALZ1E5 1.0000 0.4690 0.6994 0.4757
CDCX1E5 1.0000 0.5638 0.5253
CSIEM1E5 1.0000 0.5498
CDT1E5 1.0000
CMO1U5 1.0000 0.0254 0.5922 0.4734 -0.2602
CPG1U5 1.0000 0.0293 0.2588 0.2524
CLLY1U5 1.0000 0.5221 -0.2318
CJPM1U5 1.0000 -0.0707
CVIA1U5 1.0000
Tab. 13.3  Coeient de orrélation et tau de Kendall des spreads des CDS
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DE. Les diagrammes de dispersion à l'annexe C p 205 montrent aussi que les dis-
tributions empiriques à deux dimensions sont diérentes d'une distribution normale
bivariée.
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Fig. 13.3  Test graphique de la plausibilité de la distribution normale multivariée
Comme au hapitre 12, on fait suessivement l'hypothèse que les spreads possèdent
omme struture de dépendane une opule de Clayton, une opule de Gumbel, une
opule normale et une opule de Student. L'objetif est d'étudier la sensibilité de
la probabilité jointe de survie au hoix de la opule. On utilisera également une
méthode semi-paramétrique pour l'estimation des paramètres des opules.
Les estimateurs
3
du maximum de vraisemblane des opules normales et de student
sont donnés dans les tableaux 13.4 et 13.5. On observe que l'estimateur du nombre
de degré de libertés est très élevé pour le portefeuille US, indiquant que la dépen-
dane de queue est très faible pour e portefeuille. En eet, omme on l'a vu dans le
3
Toutes les estimations sont faites ave le Copula Pakage du logiiel R
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tableau 10.1, pour un oeient de orrélation donné, le nombre de degrés de liberté
est inversement proportionnel à la mesure de dépendane de queue. Cependant, pour
les portefeuilles CH et DE, le nombre de degré de liberté estimé pour le modèle de
student est relativement important, suggérant la présene de queues de distributions
épaisses. Ces résultats sont ohérents ave les graphiques de la gure 13.3 qui indi-
quaient déjà des queues de distributions épaisses pour les portefeuilles CH et DE.
Portefeuille ρˆN ML
CH

1 0.8039 0.8378 0.8657 0.7761
(0.0082) (0.0067) (0.0056) (0.0093)
1 0.7712 0.7647 0.6649
(0.0095) (0.0097) (0.0134)
1 0.9608 0.8186
(0.0016) (0.0076)
1 0.8011
(0.0083)
1

3514.425
DE

1 0.9798 0.5089 0.8393 0.6576
(0.0008) (0.0173) (0.0065) (0.0133)
1 0.4682 0.8536 0.6579
(0.0181) (0.0059) (0.0133)
1 0.6515 0.7219
(0.0132) (0.0111)
1 0.7587
(0.0097)
1

3803.286
US

1 0.1874 0.7456 0.5259 −0.3920
(0.0257) (0.0102) (0.0179) (0.0222)
1 0.1265 0.4688 0.3211
(0.0260) (0.0201) (0.0241)
1 0.6271 −0.3241
(0.0147) (0.0238)
1 −0.0387
(0.0266)
1

1207.593
Tab. 13.4  Résultats des estimateurs des paramètres de la opule normale
Pour les opules de Clayton et Gumbel, il s'agit de trouver l'estimateur du paramètre
θˆ, voir équation (11.15) :
θˆ = argmax
T∑
t=1
ln c(Fˆ1(x1t), . . . , Fˆ5(x5t); θ) ; (13.8)
188 Chapitre 13. Copules et dépendane des défauts dans les modèles réduits
Portefeuille ρˆt νˆ ML
CH

1 0.8045 0.8366 0.8679 0.7755
(0.0087) (0.0072) (0.0059) (0.0101)
1 0.7741 0.7667 0.6617
(0.0100) (0.0102) (0.0143)
1 0.9602 0.8233
(0.0018) (0.0079)
1 0.8038
(0.0087)
1

20.7018
(4.6471)
3527.621
DE

1 0.9837 0.6212 0.8463 0.6514
(0.0008) (0.0181) (0.0073) (0.0150)
1 0.6001 0.8537 0.6536
(0.0190) (0.0069) (0.0149)
1 0.7570 0.7832
(0.0124) (0.0104)
1 0.7613
(0.0109)
1

6.7488
(0.5023)
3945.827
US

1 0.1877 0.7456 0.5277 −0.3914
(0.0257) (0.0254) (0.0273) (0.0277)
1 0.1256 0.4676 0.3213
(0.0241) (0.0258) (0.0289)
1 0.6278 −0.3243
(0.0264) (0.0281)
1 −0.0402
(0.0271)
1

409.6249
(128.7204)
1206.522
Tab. 13.5  Résultats des estimateurs des paramètres de la opule de Student
où c est la densité de la opule de Clayton respetivement de Gumbel à inq dimen-
sions.
Le tableau 13.6 reporte les résultats des estimations par maximum de vraisemblane
des paramètres des opules arhimédiennes. Les valeurs entre parenthèses sont les
éart-types des estimateurs et ML désigne la valeur maximale de la fontion de
vraisemblane.
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Portefeuille Copule de Clayton Copule de Gumbel
θˆ ML θˆ ML
CH 1.8126 2329.464 2.6508 2854.451
(0.0355) (0.0316)
DE 1.0088 1523.94 1.8512 1935.657
(0.0239) (0.0212)
US 0.2750 254.1622 1.1203 64.0075
(0.0160) (0.0114)
Tab. 13.6  Résultats des estimations des paramètres des opules de Clayton et
Gumbel
Comme on l'a fait au hapitre préédent, on utilise le ritère d'information d'Akaike,
AIC an d'établir une omparaison entre les quatre modèles hoisis pour la struture
de dépendane entre les spreads de CDS. Selon e ritère, voir tableau 13.7, la
opule de Student serait la opule la mieux adaptée aux données empiriques pour
les portefeuilles CH et DE, tandis que la opule normale est le modèle le mieux
adapté pour le portefeuille US. Ces résultats sont tout à fait ohérents ave les
graphiques de la gure 13.3 qui montraient que la distribution normale multivariée
est une approximation plus ou moins bonne pour modéliser la distribution jointe des
spreads pour le portefeuille US. On observe de plus que pour les portefeuilles CH et
DE, la opule de Gumbel est préférée à elle de Clayton selon le ritère AIC. Cei se
rapporte au fait que les spreads des CDS possèdent plutt une dépendane de queue
à droite : la dépendane des spreads est plus importante pour des spreads élevés
que pour des spreads faibles. Une hausse des spreads qui intervient surtout dans des
périodes de rises onduit non seulement à une augmentation de la probabilité de
défaut pour les rédits individuels mais aussi à une augmentation de la dépendane
des défauts.
Portefeuille Copule
Normale Student Clayton Gumbel
CH -7008.85 -7033.242 -4656.928 -5706.902
DE -7586.572 -7869.654 -3045.88 -3869.314
US -2395.186 -2391.044 -506.3244 -126.015
Tab. 13.7  AIC selon le hoix de la opule
On s'intéressera ii à la opule de survie entre les spreads, qui permettra de aluler
des estimations de probabilités de survie des rédits. En eet, l'équation (13.5) fait
le lien entre survie individuelle et opule de survie. A haque opule estimée Cθˆ, on
assoie une opule de survie unique C¯θˆ selon l'équation :
C¯θˆ(u1, . . . , un) =
n∑
i=1
ui − 1 +Cθˆ(1− u1, . . . , 1− un) . (13.9)
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Néanmoins, pour les opules normale et de student, la opule de survie est égale à
la opule puisque es opules possèdent la propriété de symétrie radiale. La dernière
étape onsiste à estimer les probabilités jointes de survie à un horizon quelonque
T à l'aide de la formule suivante :
Sˆ(T ) = C¯θˆ(Sˆ1(T ), . . . , Sˆ5(T )) , (13.10)
où Sˆi(T ) = exp(−λ¯i(t)(T − t)).
A l'aide de l'équation (13.10), on alule des estimations des probabilités de survie
jointe à 1 an et à 5 ans en utilisant les probabilités de survie individuelles à 1 an
et 5 ans du tableau 13.2. Les résultats sont donnés dans les tableaus 13.8 et 13.9.
L'avantage de e type de modélisation est qu'il est possible d'estimer la struture
à terme des probabilités jointes de survie, 'est-à-dire de aluler les probabilités
jointes de survie à des horizons divers.
Portefeuille Copule
Normale Student Clayton Gumbel
CH 0.9938978 0.9929674 0.9932274 0.9927825
DE 0.9946845 0.9924871 0.9928764 0.9925860
US 0.99346325 0.9934397 0.99344664 0.993441549
Tab. 13.8  Probabilité jointe de survie 1 an en selon le hoix de la opule
Portefeuille Copule
Normale Student Clayton Gumbel
CH 0.9801924 0.9812452 0.966243 0.963782
DE 0.9775439 0.9812851 0.964498 0.963051
US 0.9704036 0.9705307 0.967348 0.967314
Tab. 13.9  Probabilité jointe de survie à 5 ans en selon le hoix de la opule
On observe une fois de plus que le hoix de la opule a une inuene sur la valeur de la
probabilité jointe de survie. Lorsqu'on ompare les opules elliptiques, on remarque
que la probabilité jointe de survie impliquée par la opule de Student est plus élevée
que elle impliquée par la opule normale. En eet, puisque la probabilité jointe
de survie est fontion de la opule de survie à des points prohes de 1, une opule
de survie présentant une dépendane de queue à droite impliquera des probabilités
plus élevées. Lorsqu'on ompare les deux opules arhimédiennes, on remarque que
la probabilité jointe de survie impliquée par la opule de Clayton est plus élevée
que elle impliquée par la opule de Gumbel. Dans e as-i, la opule de survie
du modèle de Clayton possède une dépendane de queue à droite alors que elle
du modèle de Gumbel possède une dépendane de queue à gauhe. C'est la raison
pour laquelle le modèle de Clayton onduit à des probabilités jointes de survie plus
élevées.
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13.3 Copule et apital éonomique dans les modèles
réduits
Dans le adre des modèles réduits, la perte globale à un horizon quelonque T d'un
portefeuille de m rédits s'érit :
L˜(T ) =
m∑
i=1
ωi · 1τi≤T ; (13.11)
où ωi = EADi · LGDi désigne la perte en as de défaut pour haque rédit i.
La opule entre les durées de survie τi joue un rle important dans la détermination
du apital éonomique. Pour le montrer, on dénit lmin et lmax la perte minimale
respetivement la perte maximale du portefeuille à l'horizon T . On a évidemment
lmin = 0 puisque et événement orrespond à la survie de tous les rédits et lmax =∑m
i=1 ωi qui orrespond au défaut de tous les rédits.
Soit FL˜ la fontion de répartition des pertes à l'horizon T . La distribution FL˜ à
haque point l ∈ [lmin, lmax] est donnée par :
FL˜(lmin) = FL˜(0) = P (L˜ = 0)
= P (τ1 > T, . . . , τm > T )
= S(T, . . . , T )
= C¯(S1(T ), . . . , Sm(T )) . (13.12)
FL˜(lmax) = FL˜((
m∑
i=1
ωi))
= P (τ1 < T, . . . , τm < T )
= C((1− S1(T )), . . . , (1− Sm(T )))
= C(F1(T ), . . . , Fm(T )) . (13.13)
On onsidère l'événement suivant : k ≤ m rédits du portefeuille survivent à l'horizon
T . La probabilité de et événement s'érit :
P (τ1 > T, . . . , τk > T, τk+1 > 0, . . . , τm > 0) . (13.14)
Si on désigne par lm−k la perte qui survient lorsque k rédits du portefeuille survivent
et que au plus m − k rédits font défaut, alors la probabilité de l'équation (13.14)
est en fait la probabilité que la perte globale du portefeuille soit inférieure ou égale
à lm−k :
P (L˜(T ) ≤ lm−k) = P (τ1 > T, . . . , τk > T, τk+1 > 0, . . . , τm > 0)
= C¯(S1(T ), . . . , Sk(T ), 1, . . . , 1)
= C¯1,...,k(S1(T ), . . . , Sk(T )) ; (13.15)
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où C¯1,...,k est une marge à k dimensions de la opule de survie C¯ des durées de survie.
L'équation (13.15) montre lairement la relation entre la opule des durées de survie
et la distributions des pertes globales d'un portefeuille de rédits. Il est alors évident
que la forme de la opule et ses propriétés auront un impat sur la mesure du apital
éonomique destiné à ouvrir le risque de rédit du portefeuille.
Si l'on onsidère deux modèles diérents pour la dépendane des durées de survie
C1 ≻ C2. Dans le as bivarié, Georges & al [72℄ p. 9 montrent que si
C1 ≻ C2 ⇔ C¯1 ≻ C¯2 . (13.16)
Dans e as, si F 1
L˜(T )
et F 2
L˜(T )
sont les fontions de répartition de la perte globale
impliquées respetivement par les opules C1 et C2, on aura :
F 1
L˜(T )
≥ F 2
L˜(T )
. (13.17)
Cei a omme onséquene que le quantile utile pour le alul du apital éonomique
impliqué par la opule C1 sera inférieur au quantile impliqué par C2 :
q11−α = F
1
L˜(T )
−1
(1− α) ≤ q21−α = F 2L˜(T )
−1
(1− α) . (13.18)
Néanmoins, l'impliation (13.16) n'est pas vériée lorsque la dimension de la opule
est supérieure à 2. Une autre propriété des opules de survie, à savoir la propriété
de dépendane de queue, a une inuene sur la forme de la distribution des pertes
globales. En eet, on peut observer que la fontion de répartition des pertes globales
FL˜(T )(l) est une fontion de la opule de survie à des points prohes, en général, de 1.
La valeur de FL˜(T )(l) sera d'autant plus grande que la dépendane de queue à droite
de la opule de survie est importante ou que la dépendane de queue à gauhe de la
opule des durées de survies est importante.
La spéiation de la fontion de survie jointe à l'aide des opules permet de donner
une formulation analytique pour la distribution des pertes globales du portefeuille de
rédits. Les mesures agrégées de risque sont des fontions de la opule entre les durées
de survie de telle manière qu'il devient possible de aluler les mesures marginales
de risque induites par haque nouvelle position de rédit. En onséquene, le hoix
de la opule aura un rle majeur dans l'estimation du apital éonomique mais aussi
dans l'évaluation des mesures de performane ajustées au risque en permettant de
onsidérer le revenu et le risque induit par l'ajout d'un rédit à un portefeuille.
Conlusion
La rise qui seoue les marhés naniers depuis l'été 2007 trouve son origine dans
une bulle spéulative qui s'est formée dans le seteur immobilier aux États-Unis.
Orhestré par les banques d'aaires, le proessus de titrisation - tehnique nanière
qui onsiste à regrouper des réanes de même nature (prêts immobiliers, prêts aux
étudiants, les rédits automobiles et) en vue de les revendre en titres de réanes
de rang divers - a exporté ette bulle spéulative et l'a mondialisée. Ces produits
titrisés ont en eet été largement vendus aux investisseurs puisqu'ils oraient des
rendements intéressants tout bénéiant des notes avantageuses déernées par les
agenes de notation externes.
En ette période de turbulene sur les marhés naniers, les départements de ges-
tion des risques des grandes banques sont montrés du doigt. Les éhes en matière de
gestion des risques se sont révélés extrêmement oûteux, même pour les banques les
plus performantes et les mieux apitalisées du monde. On peut d'ores et déjà ar-
mer que es éhes proviennent d'une mésestimation des risques assoiés à ertains
produits naniers au entre de la rise : les atifs adossés à des rédits hypothé-
aires subprime, les ativités liées aux CDO et autres produits titrisés. En eet,
la ause prinipale des diultés renontrées par les grandes banques était une sous-
ouverture en apital pour es positions si bien que lorsque le marhé a entamé son
eondrement en juillet 2007, la faible dotation en apital sur es positions a été
épuisée en quelques semaines ontraignant les banques à se reapitaliser d'urgene.
Malgré les réponses apportées par l'aord de Bâle II qu'on a disuté au hapitre 2,
la mesure du risque de rédit et la détermination onomitante du apital destiné
à ouvrir le risque sont aujourd'hui au entre des débats qui agitent les autorités
de réglementation ainsi que les institutions nanières. En proposant de aluler les
fonds propres néessaires sur la base des modèles internes, l'aord de Bâle II, a
voulu mettre en aord les méthodes de gestion du risque de rédit ave les progrès
réents des modèles de risque de rédit. Bâle II a alors onsaré véritablement le
apital éonomique omme outil de mesure du risque de rédit dans les institutions
nanières. Cependant, les pertes essuyées par les banques es derniers mois posent
à nouveau la question de savoir omment aluler la dotation en apital adéquate
pour les portefeuilles des rédits. Si la ommunauté banaire partout dans le monde
s'aorde sur le fait que le apital éonomique reste une approhe adéquate, elle
s'interroge sur les modèles qui ont onduit à une telle sous évaluation du risque de
rédit de ertaines positions omme les CDO.
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Comme on l'a vu au hapitre 3 de e travail, la modélisation du risque de rédit et
la détermination du apital éonomique se font en deux étapes. La première étape
est l'estimation du risque au niveau individuel. Le risque au niveau individuel est
prinipalement déterminé par la probabilité de défaut donnée par les agenes de
notation à travers les ratings qu'ils otroient aux positions individuelles. L'aord
de Bâle II a en quelque sorte onsaré le rle prudentiel des agenes de notation
externes dans le alul des fonds propres réglementaires si bien que les agenes
de notation externes ont aquis un asendant que les faits tendent aujourd'hui à
remettre en ause. En plus des ratings, deux approhes prinipales quantitatives
pour la modélisation de risque de rédit au niveau des positions individuelles ont
été développées relativement réemment. Ces deux approhes, qui sont présentées
dans la deuxième partie de ette thèse sont utiles dans la mesure où elles présentent
une expliation éonomique du risque de défaut et orent une intuition pour la
modélisation de la dépendane des défauts.
La deuxième et plus déliate étape est la modélisation de la dépendane des défauts.
En eet, les pertes dues aux défauts individuels ne peuvent être onsidérées de ma-
nière indépendante mais doivent être étudiées onjointement ar elles répondent en
même temps aux mêmes fateurs de risque. Les modèles de risque de rédit ont,
à e jour, abordé la dépendane des défauts à l'aide des mesures de orrélation li-
néaire. Cette thèse a proposé de privilégier l'utilisation des fontions opules pour
modéliser la dépendane des défauts. Les fontions opules dérites au hapitre 8 per-
mettent la modélisation indépendante des distributions marginales et de la struture
de dépendane entre variables aléatoires. Plusieurs raisons expliquent la popularité
grandissante des fontions opules parmi les herheurs et pratiiens en nane. La
prinipale raison est que le onept de dépendane apturé par une fontion opule
est bien plus général que le onept de la orrélation linéaire et apture tout aussi
bien les relations non linéaires entre les variables. De plus, plusieurs études ont mis
en évidene les phénomènes des queues épaisses observées empiriquement sur les
distributions mulitvariées des rendements naniers.
Les opules, présentées dans la troisième partie de ette thèse, permettent justement
de modéliser des distributions multivariées de pertes sur les atifs naniers ayant des
queues épaisses de manière à rendre les modèles plus préditifs de pertes importantes
omme elles observées sur les CDO es derniers mois.
Dans la dernière partie, ette thèse a proposé une appliation onrète des fontions
opules dans la modélisation de la dépendane en risque de défaut. On a voulu
montrer l'importane du hoix de la opule dans la détermination des mesures de
risque agrégées pour les deux types d'approhes quantitatives du risque de défaut
en modélisant suessivement la dépendane des défauts par la opule normale,
la opule de Clayton, la opule de Gumbel et la opule de Student. Selon le ritère
d'information d'Akaike, on a omparé es quatre modèles et il est apparu que malgré
l'asymétrie aratéristique des distribution jointes, la opule de Student la mieux
indiquée pour modéliser la dépendane ompte tenu des données à dispositions dans
les exemples d'appliation.
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Dans le as de l'approhe struturelle du risque de défaut, on a montré au hapitre 12
que la probabilité jointe de défaut et le apital éonomique dépendent diretement
de la opule hoisie pour modéliser la dépendane entre les variables latentes. On
a vu dans un exemple d'appliation que la distribution normale n'est en général
pas rejetée pour modéliser les distributions marginales des rendements. Cependant,
la distribution empirique jointe des rendements présente des queues signiative-
ment épaisses si bien qu'une distribution normale multivariée est inadaptée pour la
modéliser en partiulier pour des portefeuilles à forte onentration.
Au hapitre 13, on a onstruit une fontion de survie multidimensionnelle, en modé-
lisant les survies marginales par une distribution exponentielle et en hoisissant pour
la dépendane, la opule de survie entre les spreads des CDS. Cei est une manière
partiulièrement intuitive et innovante de modéliser les défauts d'un portefeuille de
permet le alul de probabilités jointe de survie à diérents horizons. En eet, les a-
ratéristiques uniques des CDS, la roissane exponentielle de e marhé au ourant
de es dernières années ont fait du marhé des CDS un domaine partiulier d'intérêt
pour l'évaluation du niveau de risque ainsi que des dépendanes des risques pour
les rédits tés. On est parti de l'idée que puisque le paramètre des distributions
marginales durées de survie est alibré à partir des spreads des CDS, on peut faire
l'hypothèse que l'unique soure de dépendane entre les durées de survie provient
de la dépendane entre les spreads. Cette hypothèse d'indépendane onditionnelle
signie en fait que les fateurs de risque ommuns inuenent les spreads, une fois
es spreads donnés, les fateurs de risque spéiques inuençant les durées de sur-
vies deviennent indépendants. L'exemple d'appliation a révélé que si distributions
marginales des spreads peuvent être modélisés par une distribution normale, la dis-
tribution jointe des spreads présente des queues épaisses. Une opule normale serait
par onséquent inapropriée pour modéliser la dépendane des spreads.
Une propriété des opules s'est avérée primordiale pour le alul des mesure de risque
agrégée : la dépendane de queue. En eet, la gestion des risques, qui s'intéresse
surtout aux queues des distributions s'attahe surtout à déteter les omportement
joints extrêmes des variables nanières. En onséquene, omme le montrent les
hapitres 12 et 13, la mesure de risque du portefeuille est d'autant plus grande que la
opule hoisie possède une importante dépendane de queue à gauhe. Quelle que soit
l'approhe hoisie pour modéliser le risque de défaut, l'emploi d'une opule normale
a tendane à fortement sous-estimer les mesures de risque agrégées. Il ressort de e
travail, que l'utilisation de opule alternatives, en partiulier la opule de Student,
permettrait d'éviter une sous évaluation du risque des portefeuilles de rédits. Or, les
rises, omme elle que les marhés naniers traversent aujourd'hui trouvent leur
origine dans une sous-évaluation du risque. La modélisation de la dépendane par
des fontions opules prenant en ompte la dépendane de queue permettrait aux
institutions nanières d'évaluer leurs niveau de apital de manière plus adéquate,
e qui onduirait à un renforement de la stabilisation du système nanier.
Malgré les progrès ontinuels en la matière, la modélisation du risque de rédit en
partiulier de la dépendane en risque de rédit est enore dans son enfane. Les
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fontions opules ouvrent une voie intéressante mais il est néessaire de poursuivre
le développement tehnique des modèles, de disposer des meilleures données pour les
alibrer et d'élaborer des nouvelles méthodes permettant d'en améliorer la préision.
De plus, aujourd'hui, plusieurs approhes de type top-down de tariation ajustée
pour le risque reposent sur l'existene d'un modèle assurant le lien entre rédits
individuels et apital éonomique. La modélisation de la dépendane des défauts
par les fontions opules est indiquée pour es approhes si bien qu'une voie de
reherhe future onsisterait à étudier dans quelle mesure le hoix de la opule a
une inuene sur les ontributions marginales au risque de haque nouvelle position
ajoutée à un portefeuille de rédits.
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Annexe A
Matrie de transition de Standard &
Poor's
Transition rates ompare issuer ratings at the beginning of a time period with ra-
tings at the end of the period. To ompute one-year rating transition rates by rating
ategory, the rating on eah entity at the end of a partiular year was ompared
with the rating at the beginning of the same year. An issuer that remained rated for
more than one year was ounted as many times as the number of years it was rated.
For instane, an issuer ontinually rated from the middle of 1984 to the middle of
1991 would appear in the six onseutive one-year transition matries from 1985 to
1990. All 1981 stati pool members still rated on De. 31, 2003, had 23 one-year
transitions, while ompanies rst rated between Jan. 1, 2002, and De. 31, 2002 had
only one. Eah one-year transition matrix displays all rating movements between
letter ategories from the beginning of the year through year-end.(see Standard &
Poor's [25℄ p.14).
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From/To AAA AA+ AA AA- A+ A A- BBB+ BBB BBB- BB+ BB BB- B+ B B- CCC/C D N.R.
AAA 88.07 3.67 2.62 0.51 0.28 0.17 0.14 0.06 0.09 0 0.03 0.03 0 0 0 0 0 0 4.33
AA+ 2.03 78.81 10.4 3.14 0.39 0.65 0.2 0.07 0.13 0.07 0.07 0 0 0.07 0 0 0 0 3.99
AA 0.61 1.22 82.09 7.48 2.62 1.51 0.34 0.47 0.18 0.05 0.05 0.02 0.02 0.02 0 0.02 0.05 0 3.23
AA- 0.05 0.24 2.91 78.79 9.22 3.06 0.69 0.26 0.19 0.1 0.05 0 0 0.05 0.12 0 0 0.02 4.25
A+ 0 0.06 0.61 3.79 79.76 7.99 2.5 0.57 0.35 0.09 0.06 0.15 0.02 0.07 0.06 0.02 0.02 0.06 3.85
A 0.05 0.09 0.45 0.71 4.61 78.09 6.12 3.16 1.09 0.36 0.19 0.19 0.12 0.12 0.03 0.01 0.01 0.05 4.55
A- 0.1 0.04 0.1 0.32 0.87 6.27 75.06 8.33 2.89 0.71 0.2 0.22 0.14 0.12 0.02 0.02 0.08 0.04 4.45
BBB+ 0.02 0.04 0.04 0.11 0.39 1.6 6.21 73.34 8.66 2.77 0.54 0.58 0.19 0.41 0.19 0.02 0.09 0.32 4.44
BBB 0.02 0.02 0.09 0.06 0.28 0.66 1.43 5.64 75.57 5.92 1.83 1.11 0.49 0.32 0.26 0.04 0.09 0.34 5.82
BBB- 0.05 0 0.08 0.15 0.15 0.41 0.38 1.72 7.17 71.62 5.9 2.84 1.14 0.68 0.38 0.3 0.56 0.46 6.01
BB+ 0.12 0 0 0.12 0.08 0.28 0.32 0.64 2.74 9.51 65.31 6.04 3.46 1.49 0.93 0.16 0.81 0.64 7.33
BB 0 0 0.06 0.03 0 0.19 0.12 0.19 1.09 2.86 6.15 66.38 7.24 3.08 1.8 0.5 0.96 1.15 8.2
BB- 0 0 0 0.02 0.05 0.02 0.15 0.19 0.34 0.61 2.31 6.87 65.34 8.02 2.96 1.21 1.19 1.97 8.74
B+ 0 0.02 0 0.07 0 0.05 0.13 0.08 0.08 0.15 0.32 1.39 5.04 68.89 6.15 2.39 2.44 3.19 9.61
B 0 0 0.07 0 0 0.18 0.18 0.11 0.14 0.04 0.4 0.61 1.73 6.68 59.08 5.12 5.88 8.99 10.79
B- 0 0 0 0 0.08 0.08 0.08 0.15 0.08 0.08 0.3 0.23 0.38 3.4 6.28 54.54 10.29 13.01 11.04
CCC/C 0.08 0 0 0 0.08 0 0.17 0.34 0.17 0 0.17 0.34 0.85 1.36 2.54 5.42 46.27 30.85 11.36
Tab. A.1  Probabilités moyennes historiques de transition en % (1981-2003) Soure : Standard & Poor's [25℄
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Fig. B.1  Matrie des diagrammes de dispersion des log-rendements annualisés
pour le portefeuille CH
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Fig. B.2  Matrie des diagrammes de dispersion des log-rendements annualisés
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Fig. B.3  Matrie des diagrammes de dispersion des log-rendements annualisés
pour le portefeuille US
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Fig. C.1  Matrie des diagrammes de dispersion des spreads des CDS pour le
portefeuille CH
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